
りょうしかがく

量子化学
quantum chemistry

きほんえんしゅう

基本演習-
もんだいえんしゅう

問題演習

この
えんしゅう

演習は、
はどうかんすう

波動関数
wave function

を「
でんし

電子の
いち

位置を
ちょくせつ

直接
えが

描く
せん

線」ではなく、
かくりつみつど

確率密度
probability density

を
つく

作る
かんすう

関数として
あつか

扱 えるかを
かくにん

確認

する。
こうはん

後半では、Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

が
はどうかんすう

波動関数
wave function

とエネルギー
energy

を
えら

選ぶ
じょうけん

条件であることを、
りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

、
すいそげんし

水素原子
hydrogen atom

、

LCAO
きんじ

近似
linear combination of atomic orbitals approximation

、
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

へ
せつぞく

接続する。

このページの
もんだい

問題と
かいとう

解答は、
ほん

本ページ
よう

用に
しんき

新規に
さくせい

作成した
かんぜん

完全オリジナルの
えんしゅう

演習である。

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

→ 講義 シュレーディンガー方程式の基本 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/シュレーディンガー方程式の基本-講義/

1 
もんだい

問題 1：
はどうかんすう

波動関数
wave function

の
きかくか

規格化
normalization

0 < 𝑥 < 𝐿 において

𝜓(𝑥) = 𝐴𝑥(𝐿 − 𝑥)

であり、それ
いがい

以外では 𝜓(𝑥) = 0 とする。ここで 𝐿 [m; 𝘓] > 0 は
はこ

箱の
なが

長さ、𝑥 [m; 𝘓] は
いち

位置である。𝐴 は
じっすう

実数

で
せい

正としてよい。

(1) 𝜓 を
きかくか

規格化
normalization

する 𝐴 を
もと

求めよ。

(2) 𝑥 = 𝐿/2 における
かくりつみつど

確率密度
probability density

 𝜌(𝑥) = | 𝜓(𝑥)|2 を
もと

求めよ。

(3) Δ𝑥 [m; 𝘓] が 𝐿 に
くら

比べて
じゅうぶん

十分
ちい

小さいとき、𝑥 = 𝐿/2 の
ちか

近くの
はば

幅 Δ𝑥 に
でんし

電子が
み

見いだされる
かくりつ

確率を
きんじ

近似

せよ。

1.1 
てが

手掛かり

きかくか

規格化
normalization

では、
ぜんくうかん

全空間での
かくりつ

確率
probability

の
そうわ

総和を 1 にする。

1.2 
かいとう

解答

きかくか

規格化
normalization

の
じょうけん

条件は、∫∞
−∞
| 𝜓(𝑥)|2 𝑑𝑥 = 1 である。この

こうしき

公式は、| 𝜓(𝑥)|2 が 1 
じげん

次元の
かくりつみつど

確率密度
probability density

であり、
いち

位置につ

いて
せきぶん

積分すると
かくりつ

確率
probability

になるときに
しよう

使用できる。いま 𝜓(𝑥) は 0 < 𝑥 < 𝐿 でのみ
ひれい

非零なので、この
じょうけん

条件を
てきよう

適用

できる。

1 = ∫
𝐿

0
| 𝐴𝑥(𝐿 − 𝑥)|2 𝑑𝑥 = 𝐴2∫

𝐿

0
𝑥2(𝐿 − 𝑥)2 𝑑𝑥

せきぶん

積分を
てんかい

展開して
けいさん

計算する。

∫
𝐿

0
𝑥2(𝐿 − 𝑥)2 𝑑𝑥 = ∫

𝐿

0
(𝐿2𝑥2 − 2𝐿𝑥3 + 𝑥4) 𝑑𝑥
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= 𝐿2𝐿
3

3
− 2𝐿𝐿

4

4
+ 𝐿

5

5
= 𝐿5(1

3
− 1
2
+ 1
5
) = 𝐿

5

30

したがって

1 = 𝐴2𝐿
5

30
⇒ 𝐴2 = 30

𝐿5

𝐴 は
せい

正としてよいので、

𝐴 =
√
30

𝐿5/2
[m−5/2; 𝘓−5/2]

を
え

得る。𝐴 の
たんい

単位は、𝑥(𝐿 − 𝑥) が m2 をもつため、𝜓 が 1 
じげん

次元の
はどうかんすう

波動関数
wave function

として m−1/2 になるように
き

決まる。

(2) 𝑥 = 𝐿/2 では

𝜓(𝐿
2
) =

√
30

𝐿5/2
· 𝐿
2
· 𝐿
2
=
√
30

4
√
𝐿
[m−1/2; 𝘓−1/2]

よって

𝜌(𝐿
2
) = |𝜓(𝐿

2
)|
2

= 30
16𝐿

= 15
8𝐿

[m−1; 𝘓−1]

である。

(3) Δ𝑥 が
じゅうぶん

十分
ちい

小さいなら、
はば

幅 Δ𝑥 の
はんい

範囲で
かくりつみつど

確率密度
probability density

がほぼ
いってい

一定と
きんじ

近似できる。この
きんじ

近似は、𝜓(𝑥) がその
せま

狭い
はんい

範囲で
きゅうへん

急変しないときに
しよう

使用できる。

𝑃 ≈ 𝜌(𝐿
2
)Δ𝑥 = 15

8𝐿
[m−1; 𝘓−1] × Δ𝑥 [m; 𝘓] = 15Δ𝑥

8𝐿
[1; 𝟣]

1.3 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、
はどうかんすう

波動関数
wave function

そのものではなく、| 𝜓 |2 が
かくりつみつど

確率密度
probability density

であることを
かくにん

確認する
えんしゅう

演習である。
きかくか

規格化
normalization

は「
なみ

波

の
かたち

形 を
ととの

整 える
そうさ

操作」ではなく、「
ぜんかくりつ

全確率を 1 にする
そうさ

操作」である。

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
ぜんてい

前提
りかい

理解
ふそく

不足：𝜓 をそのまま
かくりつ

確率
probability

と
よ

読む。
ただ

正しくは | 𝜓 |2 が
かくりつみつど

確率密度
probability density

である。

•
てきよう

適用
じょうけん

条件ミス：∫| 𝜓 |2𝑑𝑥 = 1 の
せきぶん

積分
はんい

範囲を 0 < 𝑥 < 𝐿 に
せいげん

制限しない。
こんかい

今回の 𝜓 は
はこ

箱の
そと

外で 0 であるた

め、0 から 𝐿 まででよい。

•
たんい

単位ミス：𝐴 を
むじげん

無次元と
あつか

扱 う。𝜓 の
じげん

次元を
たも

保つため、𝐴 には 𝘓−5/2 の
じげん

次元が
ひつよう

必要である。

1.4 よくある
あやま

誤 り

•
かくりつみつど

確率密度
probability density

を
かくりつ

確率
probability

と
こんどう

混同する：𝜌(𝐿/2) = 15/(8𝐿) は 1 を
こ

超えることがありうるが、これは
かくりつみつど

確率密度
probability density

なので
もんだい

問題ではない。
かくりつ

確率
probability

は
くかん

区間で
せきぶん

積分した
むじげんりょう

無次元量である。
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2 
もんだい

問題 2：Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

と
りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

0 から 𝐿 [m; 𝘓] までの 1 
じげん

次元
むげんふかいど

無限深井戸
infinite potential well

を
かんが

考 える。
はこ

箱の
ないぶ

内部ではポテンシャルエネルギーを 0 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2] 

とし、
きょうかい

境界では 𝜓(0) = 𝜓(𝐿) = 0 とする。

𝜓𝑛(𝑥) = √
2
𝐿
sin 𝑛𝜋𝑥

𝐿

が
あた

与えられている。ただし 𝑛 = 1, 2, 3,… である。

(1) 𝜓𝑛 が
きょうかいじょうけん

境界条件 を
み

満たすことを
かくにん

確認せよ。

(2) 
じかん

時間に
いぞん

依存しないSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

− ℏ
2

2𝑚
𝑑2𝜓
𝑑𝑥2

= 𝐸𝜓

に  𝜓𝑛 を
だいにゅう

代入し 、 エネルギー
energy

 𝐸𝑛 を
もと

求め よ 。 こ こ で  𝑚 [kg; 𝘔] は
りゅうし

粒子の
しつりょう

質量、ℏ [J s; 𝘔𝘓2𝘛−1] は
かんさん

換算プランク
ていすう

定数
reduced Planck constant

である。

2.1 
てが

手掛かり

2 
かいびぶん

階微分で sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿) は
もと

元の
かんすう

関数の
ていすうばい

定数倍に
もど

戻る。

2.2 
かいとう

解答

(1) 
きょうかいじょうけん

境界条件 は、
はこ

箱の
かべ

壁で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が 0 になるという
じょうけん

条件である。いま

𝜓𝑛(0) = √
2
𝐿
sin 0 = 0

である。また、

𝜓𝑛(𝐿) = √
2
𝐿
sin(𝑛𝜋) = 0

である。𝑛 が
せい

正の
せいすう

整数であるため、sin(𝑛𝜋) = 0 が
せいりつ

成立する。

(2) 
はこ

箱の
ないぶ

内部でポテンシャルエネルギーが 0 なので、
うんどう

運動エネルギー
こう

項だけのハミルトニアン
Hamiltonian

を
しよう

使用でき

る。この
しき

式は、
りゅうし

粒子が
はこ

箱の
ないぶ

内部にあり、
きょうかいじょうけん

境界条件 で
かべ

壁を
ひょうげん

表現しているときに
てきよう

適用できる。

1 
かいびぶん

階微分と 2 
かいびぶん

階微分は

𝑑𝜓𝑛
𝑑𝑥

= √2
𝐿
𝑛𝜋
𝐿
cos 𝑛𝜋𝑥

𝐿

𝑑2𝜓𝑛
𝑑𝑥2

= −(𝑛𝜋
𝐿
)
2
√2
𝐿
sin 𝑛𝜋𝑥

𝐿
= −(𝑛𝜋

𝐿
)
2
𝜓𝑛

である。これをSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

へ
だいにゅう

代入する。

− ℏ
2

2𝑚
𝑑2𝜓𝑛
𝑑𝑥2

= − ℏ
2

2𝑚
[−(𝑛𝜋

𝐿
)
2
𝜓𝑛] =

𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝐿2
𝜓𝑛

したがって
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𝐸𝑛 =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝐿2
[J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

である。
たんい

単位は

ℏ2

𝑚𝐿2
∼ (J s)2

kgm2
= J

となり、エネルギー
energy

の
たんい

単位と
いっち

一致する。

2.3 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題では、Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

を「
びぶんほうていしき

微分方程式を
と

解く
しき

式」としてだけでなく、「
ゆる

許される
はどうかんすう

波動関数
wave function

とエネルギー
energy

を
どうじ

同時に
えら

選ぶ
こゆうちもんだい

固有値問題」として
よ

読む。
きょうかいじょうけん

境界条件 が 𝑛 を
せいすう

整数に
せいげん

制限し、その
けっか

結果として

エネルギー
energy

も
りさんてき

離散的になる。

→ 講義 シュレーディンガー方程式の基本 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/シュレーディンガー方程式の基本-講義/

→ 講義 粒子箱モデル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/粒子箱モデル-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
みわ

見分けミス：Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

を
たん

単なる
じかんはってん

時間発展の
しき

式としてだけ
み

見る。ここでは
ていじょうじょうたい

定常状態 の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

である。

•
こうしき

公式
てきよう

適用ミス： 𝑑2
𝑑𝑥2 sin(𝑘𝑥) = −𝑘

2 sin(𝑘𝑥) の
ふごう

負号を
お

落とす。

•
てきよう

適用
じょうけん

条件ミス：𝑛 = 0 を
ゆる

許す。𝑛 = 0 では 𝜓0 = 0 となり、
きかくか

規格化
normalization

できないため
はどうかんすう

波動関数
wave function

ではない。

2.4 よくある
あやま

誤 り

• エネルギー
energy

が 𝑛 に
ひれい

比例すると
かんが

考 える：𝐸𝑛 は 𝑛2 に
ひれい

比例する。これは 2 
かいびぶん

階微分により (𝑛𝜋/𝐿)2 が
あらわ

現 れる

ためである。

3 
もんだい

問題 3：
りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

の
せんい

遷移エネルギー

でんし

電子を
なが

長さ 𝐿 = 1.00 × 10−9 [m; 𝘓] の 1 
じげん

次元
りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

に
と

閉じ
こ

込める。𝑚𝑒 = 9.11 × 10−31 [kg; 𝘔]、ℏ = 1.055 ×

10−34 [J s; 𝘔𝘓2𝘛−1] とする。

(1) 𝑛 = 1 から 𝑛 = 2 への
せんい

遷移に
ひつよう

必要なエネルギー
energy

 Δ𝐸 を J で
もと

求めよ。

(2) 1 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] = 1.602 × 10−19 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2] として、Δ𝐸 を eV へ
かんさん

換算せよ。

(3) 𝐿 を 2 
ばい

倍にすると、Δ𝐸 は
なんばい

何倍になるか。

3.1 
てが

手掛かり

りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

では 𝐸𝑛 ∝ 𝑛2/𝐿2 である。
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3.2 
かいとう

解答

りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

のエネルギー
energy

は

𝐸𝑛 =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝑒𝐿2

である。この
こうしき

公式は、
はこ

箱の
ないぶ

内部でポテンシャルエネルギーが
いってい

一定で、
かべ

壁を
むげんだい

無限大ポテンシャルとして
あつか

扱 う
もけい

模型に
てきよう

適用できる。いま
もんだい

問題
ぶん

文が 1 
じげん

次元
りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

を
してい

指定しているため、この
こうしき

公式を
しよう

使用できる。

(1) 
せんい

遷移エネルギーは

Δ𝐸 = 𝐸2 −𝐸1 =
(22 − 12)𝜋2ℏ2

2𝑚𝑒𝐿2
= 3𝜋2ℏ2

2𝑚𝑒𝐿2

である。
ち

値を
だいにゅう

代入する。

Δ𝐸 = 3𝜋2(1.055 × 10−34 [J s; 𝘔𝘓2𝘛−1])2

2(9.11 × 10−31 [kg; 𝘔])(1.00 × 10−9 [m; 𝘓])2

Δ𝐸 ≈ 1.81 × 10−19 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]
たんい

単位は

ℏ2

𝑚𝑒𝐿2
∼ (J s)2

kgm2
= J

となる。

(2) eV への
かんさん

換算は、
おな

同じエネルギー
energy

を
べつ

別の
たんい

単位で
あらわ

表 す
そうさ

操作である。

Δ𝐸 = 1.81 × 10−19 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2] × 1 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]
1.602 × 10−19 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

≈ 1.13 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]

(3) 𝐸𝑛 ∝ 𝐿−2 であるため、𝐿 を 2 
ばい

倍にすると

Δ𝐸 ↦ 1
22
Δ𝐸 = 1

4
Δ𝐸

となる。

3.3 
かいせつ

解説

りゅうしばこ

粒子箱
particle in a box

は、
と

閉じ
こ

込め
confinement

がエネルギー
energy

の
かんかく

間隔を
う

生むことを
さいしょう

最小の
もけい

模型で
しめ

示す。
はこ

箱が
みじか

短 いほど
はどうかんすう

波動関数
wave function

は
きゅう

急 に
ま

曲

がるため、2 
かいびぶん

階微分に
ゆらい

由来する
うんどう

運動エネルギー
こう

項が
おお

大きくなる。これは「
せま

狭い
ばしょ

場所に
と

閉じ
こ

込めるほど

エネルギー
energy

が
たか

高くなる」という
りょうしか

量子化
quantization

の
みかた

見方である。

→ 講義 粒子箱モデル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/粒子箱モデル-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
こうしき

公式
てきよう

適用ミス：Δ𝐸 を 𝐸2 だけで
けいさん

計算する。
せんい

遷移
transition

で
ひつよう

必要なのは 𝐸2 −𝐸1 である。

•
けいさん

計算ミス：22 − 12 = 1 としてしまう。
ただ

正しくは 4 − 1 = 3 である。

•
ぜんてい

前提
りかい

理解
ふそく

不足：𝐿 を
おお

大きくするとエネルギー
energy

が
おお

大きくなると
かんが

考 える。
じっさい

実際には 𝐸𝑛 ∝ 𝐿−2 である。
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3.4 よくある
あやま

誤 り

• J と eV を
た

足したり
ひかく

比較したりする：どちらもエネルギー
energy

の
たんい

単位だが、
かんさん

換算してから
ひかく

比較する
ひつよう

必要があ

る。

4 
もんだい

問題 4：
すいそげんし

水素原子
hydrogen atom

の
かくりつみつど

確率密度
probability density

すいそげんし

水素原子
hydrogen atom

の 1𝑠 
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

を、
きゅうたいしょう

球対称 な
はどうかんすう

波動関数
wave function

𝜓1𝑠(𝑟) =
1

√𝜋𝑎30
𝑒−𝑟/𝑎0

で
あらわ

表 す。ここで 𝑟 [m; 𝘓] は
げんしかく

原子核からの
きょり

距離、𝑎0 [m; 𝘓] はボーア
はんけい

半径
Bohr radius

である。

(1) 𝜓1𝑠 と | 𝜓1𝑠|2 の
たんい

単位・
じげん

次元を
こた

答えよ。

(2) 𝑟 = 0 における
かくりつみつど

確率密度
probability density

を
もと

求めよ。

(3) 
はんけい

半径 𝑟 から 𝑟 + 𝑑𝑟 の
うす

薄い
きゅうかく

球殻に
でんし

電子を
み

見いだす
かくりつ

確率は、4𝜋𝑟2| 𝜓1𝑠(𝑟)|2𝑑𝑟 に
ひれい

比例する。この
きゅうかく

球殻での
どうけいかくりつみつど

動径確率密度
radial probability density

が
さいだい

最大となる 𝑟 を
もと

求めよ。

4.1 
てが

手掛かり

てん

点での
かくりつみつど

確率密度
probability density

と、
はんけい

半径ごとの
どうけいかくりつみつど

動径確率密度
radial probability density

は
おな

同じ
りょう

量 ではない。

4.2 
かいとう

解答

(1) 3 
じげん

次元では、
きかくか

規格化
normalization

の
じょうけん

条件は

∫| 𝜓( ⃗𝑟)|2 𝑑𝜏 = 1

である。𝑑𝜏 [m3; 𝘓3] は
たいせきようそ

体積要素であるため、| 𝜓 |2 は m−3 の
たんい

単位をもつ
ひつよう

必要がある。したがって

𝜓1𝑠 [m−3/2; 𝘓−3/2]

であり、

| 𝜓1𝑠|2 [m−3; 𝘓−3]

である。

(2) 𝑟 = 0 を
だいにゅう

代入すると

𝜓1𝑠(0) =
1

√𝜋𝑎30
[m−3/2; 𝘓−3/2]

なので、

| 𝜓1𝑠(0)|2 =
1
𝜋𝑎30

[m−3; 𝘓−3]

である。

(3) 動径確率密度
radial probability density

は
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𝑅(𝑟) = 4𝜋𝑟2| 𝜓1𝑠(𝑟)|2 = 4𝜋𝑟2
1
𝜋𝑎30

𝑒−2𝑟/𝑎0 = 4𝑟
2

𝑎30
𝑒−2𝑟/𝑎0

である。𝑅(𝑟) [m−1; 𝘓−1] は 𝑑𝑟 [m; 𝘓] を
か

掛けると
むじげん

無次元の
かくりつ

確率
probability

になる。

𝑅(𝑟) の
さいだい

最大を
もと

求めるには、
せい

正の
ていすう

定数 4/𝑎30 を
のぞ

除き、𝑟2𝑒−2𝑟/𝑎0  を
びぶん

微分すればよい。

𝑑
𝑑𝑟
(𝑟2𝑒−2𝑟/𝑎0) = 2𝑟𝑒−2𝑟/𝑎0 − 2

𝑎0
𝑟2𝑒−2𝑟/𝑎0

= 2𝑟𝑒−2𝑟/𝑎0(1 − 𝑟
𝑎0
)

したがって
りんかいてん

臨界点は 𝑟 = 0 と 𝑟 = 𝑎0 である。𝑅(0) = 0 であり、𝑟 → ∞ では 𝑅(𝑟) → 0 なので、
さいだい

最大は

𝑟 = 𝑎0 [m; 𝘓]

で
たっせい

達成される。

4.3 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、
すいそげんし

水素原子
hydrogen atom

の
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

を「
でんし

電子が
まわ

回る
きどう

軌道」ではなく、
かくりつみつど

確率密度
probability density

を
あた

与える
はどうかんすう

波動関数
wave function

として
よ

読むた

めの
かくにん

確認である。| 𝜓1𝑠|2 は 𝑟 = 0 で
さいだい

最大だが、
はんけい

半径ごとの
きゅうかく

球殻には 4𝜋𝑟2 という
たいせき

体積の
こうか

効果が
はい

入る。そのた

め、
もっと

最 も
み

見いだされやすい
はんけい

半径は 𝑟 = 𝑎0 になる。

→ 講義 水素原子と原子軌道 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/水素原子と原子軌道-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
ぜんてい

前提
りかい

理解
ふそく

不足：
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

を
こてんてき

古典的な
えんきどう

円軌道と
どういつし

同一視する。
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

は
はどうかんすう

波動関数
wave function

の
かたち

形 である。

•
みわ

見分けミス：| 𝜓 |2 の
さいだい

最大と 4𝜋𝑟2| 𝜓 |2 の
さいだい

最大を
こんどう

混同する。

•
こうしき

公式
てきよう

適用ミス：𝑒−𝑟/𝑎0  の
にじょう

二乗を 𝑒−𝑟/𝑎0  のままにする。
ただ

正しくは | 𝑒−𝑟/𝑎0 |2 = 𝑒−2𝑟/𝑎0  である。

4.4 よくある
あやま

誤 り

•「
かくりつみつど

確率密度
probability density

が
さいだい

最大だから
かく

核の
いち

位置が
もっと

最 も
おお

多い」と
けつろん

結論する：
てん

点そのものの
たいせき

体積は 0 である。
かんそく

観測される
かくりつ

確率は
かくりつみつど

確率密度
probability density

に
たいせきようそ

体積要素を
か

掛けて
え

得る。

5 
もんだい

問題 5： LCAO
きんじ

近似
linear combination of atomic orbitals approximation

の
きかくか

規格化
normalization

2 つの
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

 𝜙𝐴、𝜙𝐵 は、それぞれ
きかくか

規格化
normalization

されているとする。

∫| 𝜙𝐴|2 𝑑𝜏 = 1, ∫| 𝜙𝐵|2 𝑑𝜏 = 1

また、
かさ

重なり
せきぶん

積分を

𝑆 = ∫𝜙𝐴𝜙𝐵 𝑑𝜏

とする。𝜙𝐴, 𝜙𝐵 は
じつかんすう

実関数で、0 < 𝑆 < 1 とする。

(1) 𝜓+ = 𝑁+(𝜙𝐴 + 𝜙𝐵) を
きかくか

規格化
normalization

する 𝑁+ を
もと

求めよ。
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(2) 𝜓− = 𝑁−(𝜙𝐴 − 𝜙𝐵) を
きかくか

規格化
normalization

する 𝑁− を
もと

求めよ。

(3) 𝜓+ と 𝜓− のどちらが、
かくかん

核間に
でんしみつど

電子密度
electron density

を
ふ

増やしやすいかを
せつめい

説明せよ。

5.1 
てが

手掛かり

わ

和や
さ

差を
にじょう

二乗したとき、
こうさこう

交差項が 𝑆 として
あらわ

現 れる。

5.2 
かいとう

解答

げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

は 3 
じげん

次元の
はどうかんすう

波動関数
wave function

なので、𝜙𝐴, 𝜙𝐵 は m−3/2 の
たんい

単位をもつ。
いっぽう

一方、∫𝜙𝐴𝜙𝐵 𝑑𝜏  は m−3 ×m3 とな

るため、𝑆 [1; 𝟣] は
むじげんりょう

無次元量である。

(1) 規格化
normalization

の
じょうけん

条件を
しよう

使用する。この
じょうけん

条件は、𝜓+ が
ゆる

許される
はどうかんすう

波動関数
wave function

であり、
ぜんくうかん

全空間での
かくりつ

確率
probability

を 1 にしたい

ときに
てきよう

適用できる。

1 = ∫| 𝜓+|2 𝑑𝜏 = 𝑁2
+∫(𝜙𝐴 + 𝜙𝐵)2 𝑑𝜏

= 𝑁2
+(∫𝜙2𝐴 𝑑𝜏 + 2∫𝜙𝐴𝜙𝐵 𝑑𝜏 +∫𝜙2𝐵 𝑑𝜏)

= 𝑁2
+(1 + 2𝑆 + 1) = 2𝑁2

+(1 + 𝑆)

0 < 𝑆 < 1 より 1 + 𝑆 > 0 なので、
ぶんぼ

分母は 0 ではない。したがって

𝑁+ =
1

√2(1 + 𝑆)
[1; 𝟣]

である。

(2) 
どうよう

同様に

1 = ∫| 𝜓−|2 𝑑𝜏 = 𝑁2
−∫(𝜙𝐴 − 𝜙𝐵)2 𝑑𝜏

= 𝑁2
−(1 − 2𝑆 + 1) = 2𝑁2

−(1 − 𝑆)

0 < 𝑆 < 1 より 1 − 𝑆 > 0 なので、
ぶんぼ

分母は 0 ではない。したがって

𝑁− =
1

√2(1 − 𝑆)
[1; 𝟣]

である。

(3) 𝜓+ = 𝑁+(𝜙𝐴 + 𝜙𝐵) は、2 つの
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

が
どうふごう

同符号で
かさ

重なる
りょういき

領域で
はどうかんすう

波動関数
wave function

の
しんぷく

振幅を
ふ

増やす。そのため、

| 𝜓+|2 は
かくかん

核間で
おお

大きくなりやすい。したがって、
かくかん

核間に
でんしみつど

電子密度
electron density

を
ふ

増やしやすいのは 𝜓+ である。

5.3 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、 LCAO
きんじ

近似
linear combination of atomic orbitals approximation

で「
た

足す」「
ひ

引く」が
なに

何を
か

変えるかを
かくにん

確認する
えんしゅう

演習である。
た

足すと
かくかん

核間

で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が
つよ

強め
あ

合い、
ひ

引くと
ふし

節が
しょう

生 じて
でんしみつど

電子密度
electron density

が
ちい

小さくなりやすい。ただし、どちらも
はどうかんすう

波動関数
wave function

とし

て
あつか

扱 うには
きかくか

規格化
normalization

が
ひつよう

必要である。
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→ 講義 変分法と LCAO 近似 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/変分法と LCAO 近似-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
こうしき

公式
てきよう

適用ミス：(𝜙𝐴 + 𝜙𝐵)2 の
こうさこう

交差項 2𝜙𝐴𝜙𝐵 を
お

落とす。

•
てきよう

適用
じょうけん

条件ミス：𝑆 = 0 と
かって

勝手に
お

置く。
もんだい

問題では 0 < 𝑆 < 1 が
あた

与えられているため、
かさ

重なりを
のこ

残す
ひつよう

必要が

ある。

•
ぜんてい

前提
りかい

理解
ふそく

不足：𝑁+ や 𝑁− をエネルギー
energy

の
ほせい

補正と
かんが

考 える。𝑁± は
きかくか

規格化
normalization

の
けいすう

係数であり、
ぜんかくりつ

全確率
total probability

を 1 にする

ための
りょう

量 である。

5.4 よくある
あやま

誤 り

• 𝑁+ = 𝑁− = 1√
2  としてしまう：これは 𝑆 = 0 の

とくべつ

特別な
ばあい

場合だけである。
きどう

軌道が
かさ

重なると、
きかくか

規格化
normalization

の
けいすう

係数

は 𝑆 に
いぞん

依存する。

6 
もんだい

問題 6：
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

のエネルギー
energy

と
けいすう

係数
coefficient

2 つの
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

 𝜙𝐴, 𝜙𝐵 から、
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

𝜓 = 𝑐𝐴𝜙𝐴 + 𝑐𝐵𝜙𝐵

を
つく

作る。
かさ

重なり
せきぶん

積分は
むし

無視し、𝜙𝐴, 𝜙𝐵 は
たが

互いに
ちょっこう

直交していると
きんじ

近似する。ハミルトニアン
Hamiltonian

の
ぎょうれつようそ

行列要素を

𝐻𝐴𝐴 = 𝐻𝐵𝐵 = 𝛼, 𝐻𝐴𝐵 = 𝐻𝐵𝐴 = 𝛽

とする。𝛼 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]、𝛽 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] はエネルギー
energy

であり、𝛽 < 0 とする。

(1) 
けいすう

係数 𝑐𝐴, 𝑐𝐵 が
み

満たす
こゆうちほうていしき

固有値方程式を
か

書け。

(2) 
ゆる

許されるエネルギー
energy

 𝐸 を
もと

求めよ。

(3) 𝑆 = 0 の
きんじ

近似で
きかくか

規格化
normalization

された
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

を 2 つ
か

書け。どちらが
けつごうせいきどう

結合性軌道
bonding orbital

か
せつめい

説明せよ。

(4) 𝛼 = −13.6 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]、𝛽 = −2.0 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] のとき、2 つのエネルギー
energy

を
もと

求めよ。

6.1 
てが

手掛かり

これは 2 
じげん

次元の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

である。
ひじめい

非自明な
けいすう

係数を
え

得るには、
けいすうぎょうれつ

係数行列の
ぎょうれつしき

行列式が 0 になる。

6.2 
かいとう

解答

(1) 𝐻̂𝜓 = 𝐸𝜓 を 𝜙𝐴, 𝜙𝐵 の
きてい

基底で
あらわ

表 す。この
しき

式は、
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

を
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

の
せんけいけつごう

線形結合
linear combination

に
せいげん

制限し、
かさ

重なりを
むし

無視

する
きんじ

近似のもとで
しよう

使用できる。

(𝛼𝛽
𝛽
𝛼)(

𝑐𝐴
𝑐𝐵
) = 𝐸(𝑐𝐴𝑐𝐵

)

したがって

(𝛼 − 𝐸)𝑐𝐴 + 𝛽𝑐𝐵 = 0

𝛽𝑐𝐴 + (𝛼 − 𝐸)𝑐𝐵 = 0
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である。

(2) 
ひじめい

非自明な
かい

解、すなわち (𝑐𝐴, 𝑐𝐵) ≠ (0, 0) を
え

得るには、
けいすうぎょうれつ

係数行列の
ぎょうれつしき

行列式が 0 でなければならない。

|𝛼 − 𝐸𝛽
𝛽

𝛼 − 𝐸| = 0

(𝛼 − 𝐸)2 − 𝛽2 = 0

したがって

𝛼 − 𝐸 = ±𝛽

であり、

𝐸 = 𝛼 + 𝛽, 𝐸 = 𝛼 − 𝛽

を
え

得る。

(3) 𝐸 = 𝛼 + 𝛽 のとき、𝛼 − 𝐸 = −𝛽 である。
だい

第 1 
しき

式は

−𝛽𝑐𝐴 + 𝛽𝑐𝐵 = 0

となる。𝛽 ≠ 0 なので、𝛽 で
わ

割ることができ、𝑐𝐴 = 𝑐𝐵 を
え

得る。𝑆 = 0 で 𝜙𝐴, 𝜙𝐵 が
ちょっこう

直交しているため、
きかくか

規格化
normalization

された
けいすう

係数は

𝑐𝐴 = 𝑐𝐵 =
1√
2
[1; 𝟣]

である。したがって

𝜓+ =
1√
2
(𝜙𝐴 + 𝜙𝐵)

である。

𝐸 = 𝛼 − 𝛽 のとき、𝛼 − 𝐸 = 𝛽 である。
だい

第 1 
しき

式は

𝛽𝑐𝐴 + 𝛽𝑐𝐵 = 0

となる。𝛽 ≠ 0 なので、𝛽 で
わ

割ることができ、𝑐𝐴 = −𝑐𝐵 を
え

得る。
きかくか

規格化
normalization

すると

𝜓− =
1√
2
(𝜙𝐴 − 𝜙𝐵)

である。

𝛽 < 0 なので、𝛼 + 𝛽 < 𝛼 − 𝛽 である。したがって
ひく

低いエネルギー
energy

をもつ 𝜓+ が
けつごうせいきどう

結合性軌道
bonding orbital

である。𝜓+ は
どうふごう

同符号の
せんけいけつごう

線形結合
linear combination

であり、
かくかん

核間の
でんしみつど

電子密度
electron density

を
ふ

増やしやすい。

(4) 
すうち

数値を
だいにゅう

代入すると、

𝐸+ = 𝛼+ 𝛽 = −13.6 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] − 2.0 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] = −15.6 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]

𝐸− = 𝛼− 𝛽 = −13.6 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2] − (−2.0 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]) = −11.6 [eV; 𝘔𝘓2𝘛−2]

である。
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6.3 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、
ぶんしきどうほう

分子軌道法
molecular orbital method

がSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

を
ぎょうれつ

行列の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

として
きんじ

近似していることを
かくにん

確認する
えんしゅう

演習である。 LCAO
きんじ

近似
linear combination of atomic orbitals approximation

では、
みち

未知の
はどうかんすう

波動関数
wave function

そのものを
むげん

無限に
さが

探すのではなく、
えら

選んだ
げんしきどう

原子軌道
atomic orbital

の
けいすう

係数を
き

決める
もんだい

問題に
ちかん

置換している。

→ 講義 分子軌道法の入口 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/分子軌道法の入口-講義/

→ 講義 変分法と LCAO 近似 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/変分法と LCAO 近似-講義/

しっぱい

失敗
ぶんるい

分類：

•
みわ

見分けミス：
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

を
かくげんし

各原子に
きょくざい

局在した
でんし

電子の
きどう

軌道と
かんが

考 える。
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

は
ぶんし

分子
ぜんたい

全体に
ひろ

広がる
はどうかんすう

波動関数
wave function

である。

•
こうしき

公式
てきよう

適用ミス：𝛽 < 0 のとき、𝛼 + 𝛽 が
ひく

低いエネルギー
energy

であることを
みお

見落とす。

•
けいさん

計算ミス：𝐸− = 𝛼− 𝛽 で、𝛽 が
ふ

負であることを
わす

忘れ、−13.6 − 2.0 と
けいさん

計算する。

6.4 よくある
あやま

誤 り

•「
た

足すからエネルギー
energy

が
たか

高い」と
かんが

考 える：
ぶんしきどう

分子軌道
molecular orbital

の
こうてい

高低は
み

見た
め

目の
た

足し
ざん

算ではなく、ハミルトニアン
Hamiltonian

の
ぎょうれつようそ

行列要素と
こゆうち

固有値で
き

決まる。
こんかい

今回のように 𝛽 < 0 なら、
どうふごう

同符号の
けつごう

結合が
ひく

低いエネルギー
energy

になる。

7 
こうぎ

講義リンク

→ 講義 量子化学ポータル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学ポータル-講義/

→ 講義 量子化学の入口 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学の入口-講義/

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

→ 講義 シュレーディンガー方程式の基本 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/シュレーディンガー方程式の基本-講義/

→ 講義 粒子箱モデル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/粒子箱モデル-講義/

→ 講義 水素原子と原子軌道 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/水素原子と原子軌道-講義/

→ 講義 変分法と LCAO 近似 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/変分法と LCAO 近似-講義/
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→ 講義 分子軌道法の入口 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/分子軌道法の入口-講義/

md 94daa5a p. 12

/exercise/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学基本演習-問題演習

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/
https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/%E5%88%86%E5%AD%90%E8%BB%8C%E9%81%93%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/

	1 -
	1.1  1：の
	1.1.1 かり
	1.1.2 
	1.1.3 
	1.1.4 よくあるり

	1.2  2：と
	1.2.1 かり
	1.2.2 
	1.2.3 
	1.2.4 よくあるり

	1.3  3：のエネルギー
	1.3.1 かり
	1.3.2 
	1.3.3 
	1.3.4 よくあるり

	1.4  4：の
	1.4.1 かり
	1.4.2 
	1.4.3 
	1.4.4 よくあるり

	1.5  5：の
	1.5.1 かり
	1.5.2 
	1.5.3 
	1.5.4 よくあるり

	1.6  6：のと
	1.6.1 かり
	1.6.2 
	1.6.3 
	1.6.4 よくあるり

	1.7 リンク


