
いっかいびぶんほうていしき

一階微分方程式の
ぶんるい

分類と
かいほう

解法-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 一階微分方程式の解法診断 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/一階微分方程式の解法診断-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

この
えんしゅう

演習では、
けいさん

計算を
かいし

開始する
まえ

前に、
ほうていしき

方程式の
かた

型を
はんてい

判定する。
へんすうぶんり

変数分離で
ちょくせつ

直接
ぶんり

分離できるか、
いっかいせんけい

一階線型とし

て
せきぶんいんし

積分因子を
どうにゅう

導入するか、
かんぜんびぶん

完全微分としてポテンシャル
かんすう

関数を
ふくげん

復元するかを
くべつ

区別することが
もくてき

目的である。

2 
もんだい

問題 1

つぎ

次の
ほうていしき

方程式を、
へんすうぶんりけい

変数分離形、
いっかいせんけい

一階線型、
かんぜんびぶん

完全微分
ほうていしき

方程式、Bernoulli 
ほうていしき

方程式、Logistic 
ほうていしき

方程式、または
ひょうじゅんてき

標準的

な
しょとうかいほう

初等解法に
ちょっけつ

直結しない
かた

型へ
ぶんるい

分類せよ。

𝑦′ = 𝑥𝑦, 𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−𝑥, (2𝑥𝑦 + 1) 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑦 = 0, 𝑦′ = 𝑦 − 𝑦2, 𝑦′ = sin(𝑥𝑦)

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct
じゅん

順 に、
へんすうぶんりけい

変数分離形、
いっかいせんけい

一階線型、
かんぜんびぶんほうていしき

完全微分方程式、Logistic 
ほうていしき

方程式、
ひょうじゅんてき

標準的 な
いっかいしょとうかいほう

一階初等解法に
ちょっけつ

直結しな

い
かた

型である。

2.2 
かいせつ

解説

𝑦′ = 𝑥𝑦 は 𝑑𝑦/𝑦 = 𝑥𝑑𝑥 と
ぶんり

分離できる。𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−𝑥 は 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) の
ひょうじゅんけい

標準形 である。(2𝑥𝑦 + 1) 𝑑𝑥 +

𝑥2 𝑑𝑦 = 0 は 𝑀𝑦 = 2𝑥、𝑁𝑥 = 2𝑥 なので
かんぜんせい

完全性を
み

満たす。𝑦′ = 𝑦 − 𝑦2 は 𝑦′ = 𝑦(1 − 𝑦) であり、
へいこうかい

平衡解をもつ 

Logistic 
がた

型である。𝑦′ = sin(𝑥𝑦) は
ぶんり

分離、
せんけい

線型、
かんぜん

完全、Bernoulli の
はんてい

判定に
ちょっけつ

直結しない。

3 
もんだい

問題 2

しょきちもんだい

初期値問題

𝑦′ = 𝑥𝑦, 𝑦(0) = 1

を
と

解け。

3.1 
かいとうれい

解答例

Correct
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𝑦 = 𝑒𝑥2/2

3.2 
かいせつ

解説

𝑦′ = 𝑥𝑦 は 𝑦 ≠ 0 の
はんい

範囲で

𝑑𝑦
𝑦

= 𝑥𝑑𝑥

と
ぶんり

分離できる。
せきぶん

積分して

log| 𝑦 | = 𝑥2

2
+ 𝐶

を
え

得る。
しょきじょうけん

初期条件 𝑦(0) = 1 から 𝐶 = 0 であり、
かい

解は 𝑦 = 𝑒𝑥2/2 である。
へんすうぶんり

変数分離では、
ぶんりご

分離後に
しょきじょうけん

初期条件

を
もど

戻して
ていすう

定数を
けってい

決定する。

4 
もんだい

問題 3

しょきちもんだい

初期値問題

𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−𝑥, 𝑦(0) = 0

を
せきぶんいんし

積分因子で
と

解け。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑦 = 𝑒−𝑥 − 𝑒−2𝑥

4.2 
かいせつ

解説

ひょうじゅんけい

標準形 は 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) であり、ここでは 𝑃(𝑥) = 2 である。
せきぶんいんし

積分因子は

𝜇(𝑥) = 𝑒∫2𝑑𝑥 = 𝑒2𝑥

となる。したがって

(𝑒2𝑥𝑦)′ = 𝑒2𝑥𝑒−𝑥 = 𝑒𝑥

である。
せきぶん

積分して 𝑒2𝑥𝑦 = 𝑒𝑥 +𝐶、すなわち 𝑦 = 𝑒−𝑥 +𝐶𝑒−2𝑥 を
え

得る。
しょきじょうけん

初期条件から 0 = 1 + 𝐶 なので 𝐶 =

−1 である。

5 
もんだい

問題 4

びぶんほうていしき

微分方程式

(2𝑥𝑦 + 1) 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑦 = 0
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を
かんぜんびぶんほうていしき

完全微分方程式として
と

解け。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑥2𝑦 + 𝑥 = 𝐶

5.2 
かいせつ

解説

𝑀 = 2𝑥𝑦 + 1、𝑁 = 𝑥2 とおくと、𝑀𝑦 = 2𝑥、𝑁𝑥 = 2𝑥 である。したがって
たんれんけつ

単連結な
りょういき

領域では
かんぜん

完全である。ポ

テンシャル
かんすう

関数 Φ は

Φ𝑥 = 2𝑥𝑦 + 1

を
み

満たすので、𝑥 で
せきぶん

積分して

Φ = 𝑥2𝑦 + 𝑥 + ℎ(𝑦)

と
あらわ

表 せる。さらに Φ𝑦 = 𝑥2 + ℎ′(𝑦) が 𝑁 = 𝑥2 に
いっち

一致するため、ℎ′(𝑦) = 0 である。よって Φ = 𝐶 が
かいきょくせん

解曲線

である。

6 
もんだい

問題 5

しょきちもんだい

初期値問題

𝑦′ = 𝑦 − 𝑦2, 𝑦(0) = 1
2

を
と

解き、
へいこうかい

平衡解との
かんけい

関係を
せつめい

説明せよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑦 = 1
1 + 𝑒−𝑥

へいこうかい

平衡解は 𝑦 = 0, 1 であり、この
しょきち

初期値の
かい

解は 𝑥 → ∞ で 1 に
ちか

近づく。

6.2 
かいせつ

解説

𝑦′ = 𝑦(1 − 𝑦) は
へんすうぶんり

変数分離により

𝑑𝑦
𝑦(1 − 𝑦)

= 𝑑𝑥

となる。
ぶぶんぶんすうぶんかい

部分分数分解により

log| 𝑦
1 − 𝑦

| = 𝑥 + 𝐶
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を
え

得る。𝑦(0) = 1/2 から 𝐶 = 0 であるため 𝑦/(1 − 𝑦) = 𝑒𝑥、すなわち 𝑦 = 1/(1 + 𝑒−𝑥) である。
うへん

右辺 𝑦(1 −

𝑦) の
ふごう

符号から、0 < 𝑦 < 1 では
ぞうか

増加し、𝑦 = 1 が
あんてい

安定な
へいこうかい

平衡解である。

7 
もんだい

問題 6

𝑦′ = sin(𝑥𝑦) に
たい

対して、
うえ

上の
ぶんるい

分類に
もと

基づく
しょとうかいほう

初等解法を
きかいてき

機械的に
てきよう

適用できない
りゆう

理由を
の

述べよ。

7.1 
かいとうれい

解答例

Correct

sin(𝑥𝑦) は  𝑥 だ け の
いんし

因子と  𝑦 だ け の
いんし

因子に
ぶんり

分離さ れ ず、 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) の
かたち

形 に も な ら ず、

かんぜんびぶんほうていしき

完全微分方程式の
かたち

形 にも
ちょくせつへんけい

直接変形されない。したがって、まず
そんざいいちいせい

存在一意性、
すうちかいほう

数値解法、
ていせいてきかいせき

定性的解析へ
き

切

り
か

替えるのが
しぜん

自然である。

7.2 
かいせつ

解説

いっかいびぶんほうていしき

一階微分方程式では、
かいほう

解法を
せんたく

選択する
まえ

前に
かた

型を
かくにん

確認する。どの
ひょうじゅんがた

標準型 にも
ちょっけつ

直結しない
ばあい

場合、
むり

無理に
こうしき

公式へ

だいにゅう

代入しない。
そんざいいちいせい

存在一意性、
ほうこうば

方向場、
すうちかいほう

数値解法、
きんじ

近似の
やくわり

役割を
かくにん

確認することが
つぎ

次の
さぎょう

作業である。
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