
れんりつけい

連立系と
あんていせい

安定性-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 一階連立系と行列指数関数 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/一階連立系と行列指数関数-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

この
えんしゅう

演習では、
れんりつびぶんほうていしき

連立微分方程式を
ぎょうれつ

行列で
ひょうげん

表現し、
こゆうち

固有値から
じかんはってん

時間発展と
あんていせい

安定性を
はんてい

判定する。
そうへいめん

相平面は
ず

図だ

けで
はんだん

判断する
たいしょう

対象ではなく、
へいこうてん

平衡点、
せんけいか

線型化、
こゆうち

固有値を
たいおう

対応させて
かくにん

確認する
たいしょう

対象である。

2 
もんだい

問題 1

れんりつけい

連立系

𝑥′ = (10
0
−2)𝑥, 𝑥(0) = (34)

を
と

解け。

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑥(𝑡) = ( 3𝑒𝑡
4𝑒−2𝑡)

2.2 
かいせつ

解説

たいかくぎょうれつ

対角行列では、
かくせいぶん

各成分が
どくりつ

独立した
いっかいほうていしき

一階方程式になる。
だいいちせいぶん

第一成分は
ぞうか

増加し、
だいにせいぶん

第二成分は
げんすい

減衰する。
こゆうち

固有値の

じつぶ

実部が
ふごう

符号を
き

決める。

3 
もんだい

問題 2

れんりつけい

連立系

𝑥′ = (03
−3
0 )𝑥, 𝑥(0) = (10)

を
と

解き、
そうへいめん

相平面での
うんどう

運動を
の

述べよ。

3.1 
かいとうれい

解答例

Correct
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𝑥(𝑡) = (cos 3𝑡sin 3𝑡)

である。
げんてん

原点を
ちゅうしん

中心とする
えんうんどう

円運動である。

3.2 
かいせつ

解説

けいすうぎょうれつ

係数行列は
かいてん

回転を
せいせい

生成する
ぎょうれつ

行列である。
こゆうち

固有値は ±3𝑖 であり、
じつぶ

実部が 0 なので
しすうてき

指数的な
ぞうか

増加も
げんすい

減衰も
はっせい

発生

しない。
ちゅうしん

中心の
だいひょうれい

代表例である。

4 
もんだい

問題 3

にかいせんけいほうていしき

二階線型方程式

𝑦″ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0

を
いっかいれんりつけい

一階連立系へ
へんかん

変換し、
こゆうち

固有値を
もと

求めよ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑥1 = 𝑦、𝑥2 = 𝑦′ とおくと、𝑥(1)′ = 𝑥2、𝑥(2)′ = −2𝑥1 − 3𝑥2 である。
けいすうぎょうれつ

係数行列の
こゆうち

固有値は −1,−2 である。

4.2 
かいせつ

解説

こうかいほうていしき

高階方程式は、
じょうたいへんすう

状態変数を
どうにゅう

導入すると
いっかいれんりつけい

一階連立系へ
へんかん

変換できる。
とくせいほうていしき

特性方程式と
けいすうぎょうれつ

係数行列の
こゆうち

固有値は
たいおう

対応す

る。

5 
もんだい

問題 4

せんけいけい

線型系

𝑥′ = (20
0
−1)𝑥

の
へいこうてん

平衡点の
かた

型を
はんてい

判定せよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct
げんてん

原点は
あんてん

鞍点であり、
ふあんてい

不安定である。
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5.2 
かいせつ

解説

こゆうち

固有値は 2 と −1 である。
いっぽう

一方の
ほうこう

方向では
かい

解が
ぞうか

増加し、
たほう

他方の
ほうこう

方向では
げんすい

減衰する。
ふごう

符号が
こんざい

混在する
ばあい

場合、
げんてん

原点

は
あんてん

鞍点である。

6 
もんだい

問題 5

せんけいけい

線型系

𝑥′ = (−12
−2
−1)𝑥

の
へいこうてん

平衡点を
ぶんるい

分類せよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct
こゆうち

固有値は −1 ± 2𝑖 である。
げんてん

原点は
あんていしょうてん

安定焦点である。

6.2 
かいせつ

解説

ふくそこゆうち

複素固有値の
きょぶ

虚部は
かいてん

回転を
あらわ

表 し、
じつぶ

実部は
ぞうげん

増減を
あらわ

表 す。
じつぶ

実部が
ふ

負なので
きどう

軌道は
かいてん

回転しながら
げんてん

原点へ
せっきん

接近

する。

7 
もんだい

問題 6

ひせんけいけい

非線型系

𝑥′ = 𝑥 − 𝑥2, 𝑦′ = −𝑦

の
へいこうてん

平衡点を
もと

求め、
せんけいか

線型化により
あんていせい

安定性を
はんてい

判定せよ。

7.1 
かいとうれい

解答例

Correct
へいこうてん

平衡点は (0, 0) と (1, 0) である。Jacobian 
ぎょうれつ

行列は diag(1 − 2𝑥,−1) である。(0, 0) では
こゆうち

固有値 1,−1 なの

で
あんてん

鞍点で
ふあんてい

不安定である。(1, 0) では
こゆうち

固有値 −1,−1 なので
きょくしょぜんきんあんてい

局所漸近安定である。

7.2 
かいせつ

解説

ひせんけいけい

非線型系では、
へいこうてんきんぼう

平衡点近傍で
いちじきんじ

一次近似を
かくにん

確認する。Jacobian 
ぎょうれつ

行列の
こゆうち

固有値が
れい

零の
じつぶ

実部を
ふく

含まない
ばあい

場合、

せんけいか

線型化は
きょくしょきょどう

局所挙動をよく
はんえい

反映する。
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8 
もんだい

問題 7

せんけいけい

線型系

𝑥′ = (01
−1
0 )𝑥

に
たい

対して、
こゆうち

固有値だけで
ぜんきんあんていせい

漸近安定性を
しゅちょう

主張できない
りゆう

理由を
の

述べよ。

8.1 
かいとうれい

解答例

Correct
こゆうち

固有値は ±𝑖 であり、
じつぶ

実部が 0 である。
かい

解は
げんてん

原点を
ちゅうしん

中心に
かいてん

回転し、
げんてん

原点へ
せっきん

接近しない。したがって

ぜんきんあんてい

漸近安定ではない。

8.2 
かいせつ

解説

じつぶ

実部が
ふ

負なら
げんすい

減衰、
せい

正なら
ぞうだい

増大を
はんてい

判定しやすい。しかし
じつぶ

実部が 0 の
ばあい

場合は
きょうかいてき

境界的であり、
ちゅうしん

中心、
ひせんけいこう

非線型項、

ほぞんりょう

保存量の
かくにん

確認が
ひつよう

必要になる。
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