
SVD と
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 特異値分解の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/特異値分解の入口-講義/

→ 講義 擬似逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition

は、
ぎょうれつ

行列
matrix

を
にゅうりょくがわ

入力側 の
ちょっこうほうこう

直交方向、
ひふ

非負の
しんしゅくりつ

伸縮率、
しゅつりょくがわ

出力側 の
ちょっこうほうこう

直交方向に
ぶんかい

分解する。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

は、0 でない
とくいち

特異値
singular value

だけを
ぎゃくすう

逆数にし、0 の
とくいち

特異値
singular value

は
ぎゃく

逆 にしない。

2 
もんだい

問題 1

つぎの
くうらん

空欄を
う

埋めよ。

「
とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition

は 、
ちょうほうぎょうれつ

長方行列 を 、
にゅうりょくがわ

入力側 の
ちょっこうきてい

直交基底、
ひふ

非負の
しんしゅくりつ

伸縮率、
しゅつりょくがわ

出力側 の
ちょっこうきてい

直交基底に
ぶんかい

分解す る 。

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

は、0 でない
とくいち

特異値
singular value

を ____ し、0 の
とくいち

特異値
singular value

は ____ ことで、
さいしょうにじょうかい

最小二乗解
least-squares solution

や
さいしょう

最小ノルム
かい

解
minimum-norm solution

を
きじゅつ

記述

する。」

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct

「
ぎゃくすう

逆数に」し、「そのまま 0 として
あつか

扱 う」。

2.2 
かいせつ

解説

0 の
とくいち

特異値
singular value

を
ぎゃくすう

逆数にしようとすると 0 による
じょざん

除算
division

になる。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

では、
つぶ

潰れた
ほうこう

方向を
むり

無理に
ふくげん

復元しな

い。

3 
もんだい

問題 2

𝐴 =
(

3
0
0

0
0
4)



のコンパクト SVD
compact SVD

を 1 つ
もと

求めよ。
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https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
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3.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐴𝑇𝐴 = (90
0
16)

なので、
とくいち

特異値
singular value

は 4, 3 である。
みぎ

右
とくい

特異ベクトル
singular vector

を

𝑣1 = (01), 𝑣2 = (10)

と
えら

選ぶと、

𝑢1 = 𝐴𝑣1
4

=
(

0
0
1)

, 𝑢2 = 𝐴𝑣2

3
=

(

1
0
0)



である。したがって 𝐴 = 𝑈𝑟Σ𝑟𝑉 𝑇
𝑟 、ただし

𝑈𝑟 =
(

0
0
1

1
0
0)

, Σ𝑟 = (40

0
3), 𝑉𝑟 = (01

1
0)

である。

3.2 
かいせつ

解説

コンパクト SVD
compact SVD

では、0 でない
とくいち

特異値
singular value

に
たいおう

対応する
ほうこう

方向だけを
のこ

残す。
かいすう

階数
rank

や
れつくうかん

列空間
column space

を
よ

読むには、この
かたち

形 が
あつか

扱

いやすい。

4 
もんだい

問題 3

𝐴 =
(

3
0
0

0
1
0

0
0
0)



について、
とくいち

特異値
singular value

、
かく

核
kernel

、
ぞう

像
image

を
もと

求め、
さいだい

最大の
とくいち

特異値
singular value

だけを
のこ

残す
かいすう

階数
rank

 1 
きんじ

近似が
なに

何を
ほぞん

保存し
なに

何を
す

捨てるかを
せつめい

説明

せよ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐴𝑇𝐴 は

(

9
0
0

0
1
0

0
0
0)



なので、
とくいち

特異値
singular value

は 3, 1, 0 である。また、
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ker𝐴 = span(𝑒3), Im𝐴 = span(𝑒1, 𝑒2)

である。
さいだい

最大の
とくいち

特異値
singular value

だけを
のこ

残す
かいすう

階数
rank

 1 
きんじ

近似は

𝐴1 =
(

3
0
0

0
0
0

0
0
0)



である。

4.2 
かいせつ

解説

𝐴1 は
もっと

最 も
つよ

強く
のこ

残る 𝑒1 
ほうこう

方向を
ほぞん

保存し、𝑒2 
ほうこう

方向の
よわ

弱い
せいぶん

成分
component

と 𝑒3 
ほうこう

方向の
かく

核
kernel

を
す

捨てる。SVD による
きんじ

近似は、
ほうこう

方向

ごとの
じゅうようど

重要度を
とくいち

特異値
singular value

で
はか

測る。

5 
もんだい

問題 4

𝐵 =
(

1
2
0

1
2
0)



について、
ひれい

非零
とくいち

特異値
singular value

を
つか

使って 𝐵+ を
もと

求め、𝐵𝐵+ と 𝐵+𝐵 が
なに

何への
しゃえい

射影
projection

かを
せつめい

説明せよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐵 = 𝑢𝑣𝑇  と
か

書ける。ただし

𝑢 =
(

1
2
0)

, 𝑣 = (11)

である。‖ 𝑢 ‖ =
√
5、‖ 𝑣 ‖ =

√
2 なので、

ひれい

非零
とくいち

特異値
singular value

は 
√
10 である。したがって

𝐵+ = 1
10

𝑣𝑢𝑇 = 1
10

(11
2
2
0
0)

である。𝐵𝐵+ は span(𝑢) への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

であり、𝐵+𝐵 は span(𝑣) への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

である。

5.2 
かいせつ

解説

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

は、
つぶ

潰れていない
ほうこう

方向だけを
ぎゃくむ

逆向きに
もど

戻す。𝐵𝐵+ と 𝐵+𝐵 は
こうとうへんかん

恒等変換
identity transformation

ではなく、
のこ

残っている
じょうほう

情報

の
くうかん

空間への
しゃえい

射影
projection

である。
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6 
もんだい

問題 5

𝐴 = (11), 𝑏 = (20)

について、𝐴+ を
つか

使って
さいしょうにじょうかい

最小二乗解
least-squares solution

を
もと

求めよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐴+ = 1
2
(1 1)

なので、

𝑥 = 𝐴+𝑏 = 1

である。
きんじ

近似ベクトルは 𝐴𝑥 = (1, 1)𝑇 、
ざんさ

残差
residual

は

𝑟 = ( 1
−1)

である。𝐴𝑇 𝑟 = 0 なので、
ざんさ

残差
residual

は
れつくうかん

列空間
column space

に
ちょっこう

直交
orthogonal

する。

6.2 
かいせつ

解説

かじょうけっていけい

過剰決定系
overdetermined system

では、𝐴𝑥 = 𝑏 が
げんみつ

厳密には
と

解けない
ばあい

場合がある。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

は、
れつくうかん

列空間
column space

への
しゃえい

射影
projection

に
たいおう

対応する

さいしょうにじょうかい

最小二乗解
least-squares solution

を
かえ

返す。

7 
もんだい

問題 6

𝐴 = (1 1), 𝑏 = 2

について、𝐴𝑥 = 𝑏 の
かい

解
solution

が
むげん

無限にあることを
かくにん

確認し、𝐴+𝑏 が
さいしょう

最小ノルム
かい

解
minimum-norm solution

になることを
せつめい

説明せよ。

7.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐴+ = 1
2
(11)

なので、

𝐴+𝑏 = (11)

である。𝐴𝑥 = 𝑏 は 𝑥1 + 𝑥2 = 2 なので、
いっぱんかい

一般解は

𝑥 = (2 − 𝑡
𝑡 ) (𝑡 ∈ ℝ)
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である。この
かい

解の
なが

長さの
にじょう

二乗は

‖ 𝑥 ‖2 = (2 − 𝑡)2 + 𝑡2 = 2(𝑡 − 1)2 + 2

なので、𝑡 = 1 のとき
さいしょう

最小になる。

7.2 
かいせつ

解説

れつけっていけい

劣決定系
underdetermined system

では、
かい

解が
むげん

無限に
そんざい

存在する
ばあい

場合がある。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse

は、その
なか

中から
なが

長さが
さいしょう

最小の
かい

解を
えら

選ぶ。

8 
もんだい

問題 7

𝐶 = (10
𝑖
0)

について、𝐶*𝐶 を
けいさん

計算し、
とくいち

特異値
singular value

を
もと

求めよ。

8.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐶* = ( 1
−𝑖

0
0)

なので

𝐶*𝐶 = ( 1
−𝑖

𝑖
1)

である。この
ぎょうれつ

行列
matrix

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 2, 0 である。したがって 𝐶 の
とくいち

特異値
singular value

は
√
2, 0

である。

8.2 
かいせつ

解説

ふくそぎょうれつ

複素行列
complex matrix

では 𝐴𝑇𝐴 ではなく 𝐴*𝐴 を
つか

使う。
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

を
つか

使うことで、𝐴*𝐴 はエルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

かつ
ひふていち

非負定値
positive semidefinite

に

なる。

9 
かんれんえんしゅう

関連演習

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/

→ 基本演習 二次形式・最小多項式・ジョルダン exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/二次形式・最小多項式・ジョルダン-基本演習/

md 89aee98 p. 5

/exercise/math/linear-algebra/SVD と擬似逆-基本演習

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E5%9B%BA%E6%9C%89%E5%80%A4%E3%83%BB%E5%AF%BE%E8%A7%92%E5%8C%96%E3%83%BB%E7%99%BA%E5%B1%95-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E4%BA%8C%E6%AC%A1%E5%BD%A2%E5%BC%8F%E3%83%BB%E6%9C%80%E5%B0%8F%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F%E3%83%BB%E3%82%B8%E3%83%A7%E3%83%AB%E3%83%80%E3%83%B3-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/


→ 基本演習 複素内積とユニタリ行列 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-基本演習/

10 
かんれんこうぎ

関連講義

→ 講義 特異値分解の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/特異値分解の入口-講義/

→ 講義 擬似逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/
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