
ベクトル
くうかん

空間・
きてい

基底
basis

・
かいすう

階数
rank

-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 ベクトル空間と基底 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

きてい

基底
basis

は、
くうかん

空間の
てん

点を
ざひょう

座標で
いちい

一意に
あらわ

表 すための
ものさ

物差しである。
かいすう

階数
rank

は、
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

で
つぶ

潰れずに
しゅつりょくがわ

出力側 へ
のこ

残る

じげん

次元
dimension

である。この
えんしゅう

演習では、
ていぎ

定義、
けいさん

計算、
きかてき

幾何的な
よ

読みを
たいおう

対応させる。

2 
もんだい

問題 1

𝑊 =
{



(

𝑥
𝑦
𝑧)

 ∈ ℝ3 ∣ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

}



が ℝ3 の
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

であることを
かくにん

確認せよ。

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct

0 + 0 + 0 = 0 なので
れい

零ベクトルを
ふく

含む。𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊  なら、𝑢 の
せいぶんわ

成分和も 𝑣 の
せいぶんわ

成分和も 0 なので、𝑢 + 𝑣 の

せいぶんわ

成分和も 0 である。また 𝑐 ∈ ℝ に
たい

対して、𝑐𝑢 の
せいぶんわ

成分和は 𝑐 · 0 = 0 である。したがって
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。

2.2 
かいせつ

解説

ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

の
かくにん

確認では、
れい

零ベクトル、
わ

和、スカラー
ばい

倍の 3 
てん

点を
み

見る。
れい

零ベクトルを
ふく

含まない
しゅうごう

集合
set

は、その
じてん

時点

で
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

ではない。この
もんだい

問題は、
とくしゅ

特殊ケースの
かくにん

確認を
さき

先に
おこな

行 う
れんしゅう

練習である。

3 
もんだい

問題 2

𝑏1 =
(

1
1
0)

, 𝑏2 =

(

1
0
1)



が、
もんだい

問題 1 の 𝑊  の
きてい

基底
basis

ではないことを
せつめい

説明せよ。

md 6bd8509 p. 1

/exercise/math/linear-algebra/ベクトル空間・基底・階数-基本演習

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%A8%E5%9F%BA%E5%BA%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%B7%9A%E5%9E%8B%E5%86%99%E5%83%8F%E3%81%A8%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E9%9A%8E%E6%95%B0%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


3.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑏1 は 1 + 1 + 0 = 2 なので 𝑊  に
ぞく

属さない。したがって、𝑏1, 𝑏2 は 𝑊  の
きてい

基底
basis

ではない。

3.2 
かいせつ

解説

きてい

基底
basis

であるためには、まずそのベクトルが
たいしょう

対象の
くうかん

空間に
ぞく

属していなければならない。
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

や
せいせい

生成を
しら

調

べる
まえ

前に、
しょぞく

所属を
かくにん

確認する。この
じゅんじょ

順序を
まも

守ると、
ろんり

論理の
ひやく

飛躍を
さ

避けられる。

4 
もんだい

問題 3

𝑢1 =
(

 1
−1
0 )

, 𝑢2 =

(

 1

0
−1)




が
もんだい

問題 1 の 𝑊  の
きてい

基底
basis

であることを
しめ

示し、

𝑤 =
(

 3
−1
−2)




のこの
きてい

基底
basis

に
かん

関する
ざひょう

座標を
もと

求めよ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑢1, 𝑢2 はどちらも
せいぶんわ

成分和が 0 なので 𝑊  に
ぞく

属する。𝑎𝑢1 + 𝑏𝑢2 = 0 とすると、

(

𝑎 + 𝑏

−𝑎
−𝑏 )


 = 0

より 𝑎 = 0、𝑏 = 0 なので
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

である。
にんい

任意の 𝑊  の
もと

元は (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇  で 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 を
み

満たすから、

𝑥 = −𝑦 − 𝑧 であり、

(

𝑥
𝑦
𝑧)

 = (−𝑦)𝑢1 + (−𝑧)𝑢2

と
あらわ

表 せる。よって
きてい

基底
basis

である。

𝑤 = 𝑎𝑢1 + 𝑏𝑢2 とおくと −𝑎 = −1、−𝑏 = −2 なので 𝑎 = 1、𝑏 = 2 である。したがって
ざひょう

座標は

(12)

である。
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4.2 
かいせつ

解説

きてい

基底
basis

の
かくにん

確認は、
しょぞく

所属、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

、
せいせい

生成の
じゅん

順 に
すす

進めると
ぎょうかん

行間が
ちい

小さくなる。
ざひょう

座標は「どの
きてい

基底
basis

をどれだけ
ま

混

ぜるか」を
あらわ

表 す
けいすう

係数
coefficient

であり、
きてい

基底
basis

が
か

変われば
おな

同じベクトルでも
ざひょう

座標は
か

変わる。

5 
もんだい

問題 4

𝐴 = (10
2
1
0
1)

が
あらわ

表 す
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : ℝ3 → ℝ2 について、rank𝐴 と ker 𝑇  の
じげん

次元
dimension

を
もと

求めよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct

2 
ぎょう

行
row

は
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

で、pivot は 2 
こ

個あるので

rank𝐴 = 2

である。
かいすう

階数
rank

-
たいかじすう

退化次数
nullity

の
かんけい

関係より、

dimker 𝑇 = 3 − 2 = 1

である。

5.2 
かいせつ

解説

𝑇  は 3 
じげん

次元
dimension

の
にゅうりょく

入力 を 2 
じげん

次元
dimension

の
しゅつりょく

出力 へ
おく

送る。
かいすう

階数
rank

は
しゅつりょくがわ

出力側 に
のこ

残る
どくりつ

独立
independent

な
ほうこう

方向の
かず

数である。
にゅうりょく

入力 の 3 
じげん

次元
dimension

のうち 2 
じげん

次元
dimension

が
ぞう

像
image

に
はんえい

反映され、1 
じげん

次元
dimension

が
れい

零へ
つぶ

潰れる。この
かいしゃく

解釈が dimker 𝑇 = 1 である。

6 
もんだい

問題 5

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : ℝ2 → ℝ2 が
かぎゃく

可逆
invertible

であることと、ker 𝑇 = {0} であることの
かんけい

関係を、
ゆうげんじげん

有限次元の
どうじげん

同次元の
ばあい

場合に

かぎ

限って
せつめい

説明せよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct

ker 𝑇 = {0} なら
にゅうりょく

入力 の
ちが

違いが
れい

零へ
つぶ

潰れないので、𝑇  は
たんしゃ

単射である。ℝ2 から ℝ2 への
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

では、
たんしゃ

単射

なら
ぜんしゃ

全射でもある。したがって
かぎゃく

可逆
invertible

である。
ぎゃく

逆 に
かぎゃく

可逆
invertible

なら 𝑇 (𝑥) = 0 から 𝑥 = 𝑇−1(0) = 0 が
したが

従 うので、

ker 𝑇 = {0} である。
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6.2 
かいせつ

解説

ここでは
どうじげん

同次元であることが
じゅうよう

重要である。
こと

異なる
じげん

次元
dimension

では、
たんしゃ

単射と
ぜんしゃ

全射が
どうち

同値
equivalent

になるとは
かぎ

限らない。
じょうけん

条件

を
めいじ

明示してから
せいしつ

性質を
つか

使うことで、
しょうめい

証明の
しゃてい

射程が
めいかく

明確になる。

7 
ほじゅうもんだい

補充問題：
れつ

列ベクトル
column vector

と
かいすう

階数
rank

7.1 
もんだい

問題 6

(1, 0)𝑇 , (2, 0)𝑇  が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

か
はんてい

判定せよ。

Correct

(2, 0)𝑇 = 2(1, 0)𝑇  なので
いちじじゅうぞく

一次従属
linear dependence

である。

この
もんだい

問題は、2 
ほん

本のベクトルが
おな

同じ
ほうこう

方向なら
あたら

新 しい
ほうこう

方向を
ふ

増やさないことを
かくにん

確認する。

7.2 
もんだい

問題 7

(1, 0)𝑇 , (0, 1)𝑇 , (1, 1)𝑇  の
かいすう

階数
rank

を
こた

答えよ。

Correct

(1, 0)𝑇 , (0, 1)𝑇  は
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

で、(1, 1)𝑇 = (1, 0)𝑇 + (0, 1)𝑇  である。したがって
かいすう

階数
rank

は 2 である。

この
もんだい

問題は、
かいすう

階数
rank

がベクトルの
ほんすう

本数ではなく、
どくりつ

独立
independent

な
ほうこう

方向の
さいだいほんすう

最大本数であることを
かくにん

確認する。

7.3 
もんだい

問題 8

れつ

列ベクトル
column vector

の
いちじかんけい

一次関係が 𝐴𝑐 = 0 と
か

書ける
りゆう

理由を
せつめい

説明せよ。

Correct

𝐴 = [𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛]、𝑐 = (𝑐1,…, 𝑐𝑛)𝑇  とすると、𝐴𝑐 = 𝑐1𝑎1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑎𝑛 である。したがって
れつ

列
column

の
いちじかんけい

一次関係 

𝑐1𝑎1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑎𝑛 = 0 は 𝐴𝑐 = 0 と
どうち

同値
equivalent

である。

この
もんだい

問題は、
ぎょうれつせき

行列積を
れつ

列ベクトル
column vector

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

として
よ

読むことを
かくにん

確認する。

7.4 
もんだい

問題 9

ℝ3 の
ぶぶんしゅうごう

部分集合

𝑊1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 ∣ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1}

𝑊2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 ∣ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0}

𝑊3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 ∣ 𝑥 ≥ 0}

について、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

であるかを
はんてい

判定し、
しっぱい

失敗する
ばあい

場合はどの
じょうけん

条件が
こわ

壊れるかを
の

述べよ。
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Correct

𝑊1 は
れい

零ベクトルを
ふく

含まないので
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

ではない。𝑊2 は
れい

零ベクトルを
ふく

含み、
わ

和とスカラー
ばい

倍で

と

閉じているので
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。𝑊3 は
れい

零ベクトルを
ふく

含むが、(1, 0, 0)𝑇 ∈ 𝑊3 に
たい

対して −(1, 0, 0)𝑇 =

(−1, 0, 0)𝑇 ∉ 𝑊3 なので、スカラー
ばい

倍で
と

閉じていない。

この
もんだい

問題は、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

の
はんてい

判定では「
れい

零ベクトル」「
わ

和」「スカラー
ばい

倍」を
わ

分けて
かくにん

確認する
ひつよう

必要があることを

かくにん

確認する。

7.5 
もんだい

問題 10

𝐴 =
(

1
2
1

2
4
1

1
2
0)



を
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

で
かいだんけい

階段形
row echelon form

にし、rank𝐴、
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

、ker𝐴 の
じげん

次元
dimension

を
もと

求めよ。

Correct

(

1
2
1

2
4
1

1
2
0)

 →

(

1
0
0

2
0
−1

1
0
−1)


→

(

1
0
0

2
−1
0

1
−1
0 )



である。ピボット
pivot

は
だい

第 1 
れつ

列
column

と
だい

第 2 
れつ

列
column

にあるので、rank𝐴 = 2 である。
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

として、
もと

元の
ぎょうれつ

行列
matrix

の
だい

第 1 
れつ

列
column

と
だい

第 2 
れつ

列
column

(

1
2
1)

,

(

2
4
1)



を
と

取れる。また
みちすう

未知数
unknown

は 3 
こ

個なので、
かいすう

階数
rank

-
たいかじすう

退化次数
nullity

ていり

定理より

dimker𝐴 = 3 − 2 = 1

である。

この
もんだい

問題は、
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

で
かいすう

階数
rank

を
もと

求めたあと、
しゅせいぶんれつ

主成分列
pivot column

を
もと

元の
ぎょうれつ

行列
matrix

へ
もど

戻して
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

を
よ

読む
れんしゅう

練習であ

る。

7.6 
もんだい

問題 11

ℂ を ℂ 
じょう

上 のベクトル
くうかん

空間として
み

見る
ばあい

場合と、ℝ 
じょう

上 のベクトル
くうかん

空間として
み

見る
ばあい

場合で、
きてい

基底
basis

と
じげん

次元
dimension

がどう

か

変わるかを
せつめい

説明せよ。

Correct

ℂ 
じょう

上 では、1 だけで
にんい

任意の 𝑧 ∈ ℂ を 𝑧 · 1 と
あらわ

表 せるので、
きてい

基底
basis

は {1}、
じげん

次元
dimension

は 1 である。

ℝ 
じょう

上 では、
にんい

任意の 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 を 𝑎 · 1 + 𝑏 · 𝑖 と
あらわ

表 すので、
きてい

基底
basis

は {1, 𝑖}、
じげん

次元
dimension

は 2 である。
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この
もんだい

問題は、
きてい

基底
basis

と
じげん

次元
dimension

が
しゅうごう

集合
set

だけで
き

決まるのではなく、どの
たい

体をスカラーとして
つか

使うかにも
いぞん

依存するこ

とを
かくにん

確認している。

7.7 
もんだい

問題 12

𝑣 = (31)

を、
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

 𝐸 = (𝑒1, 𝑒2) と

𝐵 = ((11),(
1
−1))

のそれぞれで
ざひょうひょうじ

座標表示せよ。
か

変わるものと
か

変わらないものも
の

述べよ。

Correct
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

では

[𝑣]𝐸 = (31)

である。𝑣 = 𝑎(1, 1)𝑇 + 𝑏(1,−1)𝑇  とおくと

𝑎 + 𝑏 = 3, 𝑎 − 𝑏 = 1

なので 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 である。したがって

[𝑣]𝐵 = (21)

である。ベクトル 𝑣 そのものは
か

変わらないが、
きてい

基底
basis

を
か

変えると
ざひょう

座標は
か

変わる。

この
もんだい

問題は、
きてい

基底
basis

が「ベクトルを
はか

測る
ものさ

物差し」であることを
かくにん

確認する。
たいしょう

対象のベクトルは
おな

同じでも、
ものさ

物差

しが
か

変われば
ざひょうひょうじ

座標表示は
か

変わる。

7.8 
もんだい

問題 13

02×3 を ℝ3 → ℝ2 の
れいしゃぞう

零写像
zero map

の
ぎょうれつ

行列
matrix

と
み

見る。rank 02×3、
れつくうかん

列空間
column space

、ker 02×3 の
じげん

次元
dimension

を
もと

求め、
かいすう

階数
rank

-
たいかじすう

退化次数
nullity

ていり

定理

を
かくにん

確認せよ。

Correct

すべての
れつ

列
column

が
れい

零ベクトルなので、

rank 02×3 = 0

である。
れつくうかん

列空間
column space

は {0} ⊂ ℝ2 である。また
にんい

任意の 𝑥 ∈ ℝ3 に
たい

対して 02×3𝑥 = 0 なので、

ker 02×3 = ℝ3, dimker 02×3 = 3

である。したがって

rank 02×3 + dimker 02×3 = 0 + 3 = 3

となり、
にゅうりょくくうかん

入力空間
input space

の
じげん

次元
dimension

と
いっち

一致する。

この
もんだい

問題は、
かいすう

階数
rank

の
きょうかいれい

境界例である。
れいしゃぞう

零写像
zero map

は
しゅつりょくがわ

出力側 に
なに

何も
のこ

残さず、
にゅうりょく

入力 の
ぜんたい

全体を
かく

核
kernel

へ
おく

送る。
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7.9 
もんだい

問題 14

𝐴 =
(

1
0
1

0
1
1

1
1
2)

 = [𝑎1 𝑎2 𝑎3]

について、𝐴𝑐 = 0 を
と

解き、
れつ

列ベクトル
column vector

の
いちじかんけい

一次関係を
よ

読み
と

取れ。また、
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

を 1 つ
えら

選べ。

Correct

𝑎3 = 𝑎1 + 𝑎2 なので、

𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 = 0

である。したがって

𝑐 = 𝑡
(

 1

1
−1)


 (𝑡 ∈ ℝ)

が 𝐴𝑐 = 0 の
かい

解である。
ひじめいかい

非自明解があるので、
れつ

列ベクトル
column vector

は
いちじじゅうぞく

一次従属
linear dependence

である。
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

として 𝑎1, 𝑎2 

を
と

取れる。

この
もんだい

問題は、𝐴𝑐 = 0 が
れつ

列ベクトル
column vector

の
いちじかんけい

一次関係を
あらわ

表 すことを
ぐたいてき

具体的に
かくにん

確認する。
ひじめい

非自明な 𝑐 が
み

見つかること

は、
れつ

列
column

の
なか

中に
よぶん

余分な
ほうこう

方向があることを
いみ

意味する。

7.10 
もんだい

問題 15

𝐴 = (12
1
2)

について、𝑏1 = (3, 6)𝑇  と 𝑏2 = (3, 7)𝑇  のそれぞれに
たい

対して、𝐴𝑥 = 𝑏 の
かい

解
solution

の
うむ

有無を rank𝐴 と rank(𝐴 ∣ 𝑏) の
ひかく

比較で
はんてい

判定せよ。

Correct

𝐴 の
だい

第 2 
ぎょう

行
row

は
だい

第 1 
ぎょう

行
row

の 2 
ばい

倍なので、

rank𝐴 = 1

である。𝑏1 = (3, 6)𝑇  では
うへん

右辺
right-hand side

も
おな

同じ 2 
ばい

倍の
かんけい

関係を
み

満たすので、

rank(𝐴 ∣ 𝑏1) = 1

である。したがって rank𝐴 = rank(𝐴 ∣ 𝑏1) であり、
かい

解
solution

は
そんざい

存在する。ただし
みちすう

未知数
unknown

は 2 
こ

個で
かいすう

階数
rank

は 1 な

ので、
じゆうへんすう

自由変数
free variable

が 1 
こ

個あり、
かい

解
solution

は
むげん

無限に
そんざい

存在する。

𝑏2 = (3, 7)𝑇  では
うへん

右辺
right-hand side

が 2 
ばい

倍の
かんけい

関係を
み

満たさない。
じっさい

実際、

(1 1 3
2 2 7) → (1 1 3

0 0 1)

となり、
むじゅんぎょう

矛盾行
contradictory row

が
あらわ

現 れる。したがって

rank(𝐴 ∣ 𝑏2) = 2
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であり、rank𝐴 ≠ rank(𝐴 ∣ 𝑏2) なので
かい

解
solution

は
そんざい

存在しない。

この
もんだい

問題は、
かいすう

階数
rank

を
たん

単に
れつ

列
column

の
どくりつせい

独立性の
かず

数として
もと

求めるだけでなく、
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

の
かい

解の
ぶんるい

分類に
つか

使う
れんしゅう

練習

である。
けいすうぎょうれつ

係数行列
coefficient matrix

と
かくだいけいすうぎょうれつ

拡大係数行列
augmented matrix

の
かいすう

階数
rank

が
いっち

一致するかが
そんざい

存在を
き

決め、さらに
かいすう

階数
rank

が
みちすう

未知数
unknown

の
こすう

個数に
ひと

等しい

かが
いちいせい

一意性を
き

決める。

8 
かんれんこうぎ
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