
にじけいしき

二次形式
quadratic form

・
さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

・ジョルダン-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 二次形式と正定値行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/二次形式と正定値行列-講義/

→ 講義 最小多項式の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/最小多項式の基本-講義/

→ 講義 ジョルダン標準形の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ジョルダン標準形の入口-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

にじけいしき

二次形式
quadratic form

は、
ほうこう

方向ごとの
ふごう

符号と
しんしゅく

伸縮を
しら

調べる
どうぐ

道具である。
さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

とジョルダン
ひょうじゅんけい

標準形
Jordan normal form

は、
こゆうち

固有値
eigenvalue

だけ

では
み

見えない「
たいかくか

対角化
diagonalization

できない
せいぶん

成分
component

」を
きろく

記録する。

2 
もんだい

問題 1

𝑞(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 2𝑦2

の
せいていちせい

正定値性
positive definiteness

を
はんてい

判定せよ。

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct
たいおう

対応する
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

は

𝐶 = (21
1
2)

である。
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 3 と 1 で、どちらも
せい

正である。したがって 𝑞 は
せいていち

正定値
positive definite

である。

2.2 
かいせつ

解説

にじけいしき

二次形式
quadratic form

を
こゆうほうこう

固有方向
eigendirection

に
そ

沿って
よ

読むと、
へいほう

平方の
わ

和に
ぶんかい

分解できる。
けいすう

係数
coefficient

である
こゆうち

固有値
eigenvalue

がすべて
せい

正なら、
れい

零でない

にゅうりょく

入力 に
たい

対して
せい

正になる。

3 
もんだい

問題 2

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 𝑧2

を
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

で
あらわ

表 し、
せいていち

正定値
positive definite

・
ひふていち

非負定値
positive semidefinite

・
ふてい

不定
indefinite

のどれであるかを
はんてい

判定せよ。

md 08598f6 p. 1

/exercise/math/linear-algebra/二次形式・最小多項式・ジョルダン-基本演習

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E4%BA%8C%E6%AC%A1%E5%BD%A2%E5%BC%8F%E3%81%A8%E6%AD%A3%E5%AE%9A%E5%80%A4%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E6%9C%80%E5%B0%8F%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E3%82%B8%E3%83%A7%E3%83%AB%E3%83%80%E3%83%B3%E6%A8%99%E6%BA%96%E5%BD%A2%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


3.1 
かいとうれい

解答例

Correct
たいおう

対応する
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

は

𝑆 =
(

21
0

1
3
0

0
0
−1)



である。𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 では 𝑞(1, 0, 0) = 2 > 0 であり、𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 1 では 𝑞(0, 0, 1) = −1 < 0 で

ある。したがって 𝑞 は
ふてい

不定
indefinite

である。

3.2 
かいせつ

解説

せいていちせい

正定値性
positive definiteness

は
すべ

全ての
ひれい

非零ベクトルで
せい

正になることを
ようきゅう

要求する。
せい

正になる
ほうこう

方向と
ふ

負になる
ほうこう

方向が
りょうほう

両方あれば

ふてい

不定
indefinite

である。

4 
もんだい

問題 3

𝐽 = (10
1
1)

について、
さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

が (𝑡 − 1)2 であることを
せつめい

説明せよ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐽 − 𝐼 = (00
1
0) ≠ 0

だが、

(𝐽 − 𝐼)2 = (00
0
0)

である。したがって 𝐽  を
れいぎょうれつ

零行列
zero matrix

にする
さいていじすう

最低次数の
しゅいちたこうしき

首一多項式は (𝑡 − 1)2 である。

4.2 
かいせつ

解説

こゆうち

固有値
eigenvalue

だけなら (𝑡 − 1) で
た

足りそうに
み

見える。しかし 𝐽 − 𝐼 ≠ 0 なので、
ひたいかくせいぶん

非対角成分が
のこ

残っている。この
のこ

残

りがジョルダン
ひょうじゅんけい

標準形
Jordan normal form

で
あつか

扱 う
じょうほう

情報である。
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5 
もんだい

問題 4

𝐷 = (10
0
1), 𝐸 = (10

0
2), 𝐽 = (10

1
1)

の
さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

を
もと

求め、
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

だけでは
くべつ

区別できない
じょうほう

情報を
せつめい

説明せよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝐷− 𝐼 = 0 なので

𝑚𝐷(𝑡) = 𝑡 − 1

である。𝐸 では (𝐸 − 𝐼)(𝐸 − 2𝐼) = 0 であり、どちらか 1 つの
いんし

因子だけでは
れいぎょうれつ

零行列
zero matrix

にならないので

𝑚𝐸(𝑡) = (𝑡 − 1)(𝑡 − 2)

である。𝐽  では 𝐽 − 𝐼 ≠ 0 だが (𝐽 − 𝐼)2 = 0 なので

𝑚𝐽(𝑡) = (𝑡 − 1)2

である。

5.2 
かいせつ

解説

𝐷 と 𝐽  はどちらも
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

が (𝑡 − 1)2 である。しかし 𝐷 は
たいかくぎょうれつ

対角行列
diagonal matrix

で、𝐽  は
たいかくかかのう

対角化可能
diagonalizable

ではない。

さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

は、この
ちが

違いを
じゅうこん

重根の
うむ

有無として
きろく

記録する。

6 
もんだい

問題 5

𝑁 = 𝐴− 𝜆𝐼  が 4 
じげん

次元
dimension

の
くうかん

空間で
べきれい

冪零
nilpotent

に
さよう

作用し、

dimker𝑁 = 2, dimker𝑁2 = 3, dimker𝑁3 = 4

であるとする。𝜆 に
たい

対するジョルダンブロックの
おお

大きさを
もと

求めよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct

dimker𝑁  はジョルダンブロックの
こすう

個数を
あらわ

表 すので、ブロックは 2 
こ

個である。
さ

差を
と

取ると、

2, 1, 1

となる。これは、
おお

大きさ 1 
いじょう

以上のブロックが 2 
こ

個、
おお

大きさ 2 
いじょう

以上のブロックが 1 
こ

個、
おお

大きさ 3 
いじょう

以上の

ブロックが 1 
こ

個であることを
いみ

意味する。したがってブロックの
おお

大きさは 3 と 1 である。
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6.2 
かいせつ

解説

かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

の
ふ

増え
かた

方は、ジョルダン
さ

鎖
Jordan chain

がどこまで
つづ

続くかを
あらわ

表 す。これは、
いっぱんか

一般化
こゆう

固有ベクトル
generalized eigenvector

が 𝑁  を
さよう

作用さ

せるたびに
さ

鎖を 1 
だん

段ずつ
お

下りるためである。

7 
もんだい

問題 6

𝐴 =
(

20
0

1
2
0

0
1
2)



について、𝑁 = 𝐴− 2𝐼  とおく。ker𝑁、ker𝑁2、ker𝑁3 を
もと

求め、
いっぱんか

一般化
こゆう

固有ベクトル
generalized eigenvector

のジョルダン
さ

鎖
Jordan chain

を 1 つ

つく

作れ。また、𝑒𝑡𝐴 を
もと

求めよ。

7.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑁 =
(

00
0

1
0
0

0
1
0)



であり、𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇 = (𝑦, 𝑧, 0)𝑇  である。したがって

ker𝑁 = span(𝑒1), ker𝑁2 = span(𝑒1, 𝑒2), ker𝑁3 = ℝ3

である。また

𝑁𝑒1 = 0, 𝑁𝑒2 = 𝑒1, 𝑁𝑒3 = 𝑒2

なので、𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 は
なが

長さ 3 のジョルダン
さ

鎖
Jordan chain

を
つく

作る。

𝐴 = 2𝐼 + 𝑁、𝑁3 = 0 より、

𝑒𝑡𝐴 = 𝑒2𝑡(𝐼 + 𝑡𝑁 + 𝑡
2

2
𝑁2) = 𝑒2𝑡

(


1
0
0

𝑡
1
0

𝑡2
2
𝑡
1)



である。

7.2 
かいせつ

解説

こゆう

固有ベクトル
eigenvector

だけでは
た

足りない
ばあい

場合、
いっぱんか

一般化
こゆう

固有ベクトル
generalized eigenvector

が
ふそく

不足する
ほうこう

方向を
おぎな

補 う。
べきれいせいぶん

冪零成分
nilpotent part

は、𝑒𝑡𝐴 に

たこうしきてき

多項式的な
いんし

因子を
う

生む。
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8 
かんれんえんしゅう

関連演習

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/

→ 基本演習 SVD と擬似逆 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/SVD と擬似逆-基本演習/

9 
かんれんこうぎ

関連講義

→ 講義 二次形式と正定値行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/二次形式と正定値行列-講義/

→ 講義 最小多項式の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/最小多項式の基本-講義/

→ 講義 ジョルダン標準形の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ジョルダン標準形の入口-講義/
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