
こゆうち

固有値
eigenvalue

・
たいかくか

対角化
diagonalization

・
はってん

発展-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は、
せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

で
む

向きが
か

変わらない
ほうこう

方向である。
たいかくか

対角化
diagonalization

は、
くうかん

空間をその
ほうこう

方向ごとに
ぶんかい

分解し、

せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

を
ばいりつ

倍率だけに
たんじゅんか

単純化する。
にじけいしき

二次形式
quadratic form

、
さいしょうたこうしき

最小多項式
minimal polynomial

、ジョルダン
ひょうじゅんけい

標準形 、SVD、
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は
かんれんえんしゅう

関連演習に
ぶんかつ

分割している。

2 
もんだい

問題 1

𝐴 = (2
0

0
3)

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

と
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

を
もと

求め、
きかてき

幾何的な
いみ

意味を
の

述べよ。

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 2 と 3 である。𝜆 = 2 に
たい

対する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は 𝑒1 の
ひれい

非零な
ばい

倍、𝜆 = 3 に
たい

対する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は 

𝑒2 の
ひれい

非零な
ばい

倍である。

2.2 
かいせつ

解説

𝐴 は 𝑥 
じくほうこう

軸方向を 2 
ばい

倍、𝑦 
じくほうこう

軸方向を 3 
ばい

倍に
の

伸ばす。
じく

軸の
む

向きは
か

変わらないので、
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

がそのまま

こゆう

固有ベクトル
eigenvector

になる。
れい

零ベクトル
zero vector

は
ほうこう

方向を
あらわ

表 さないため、
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

には
ふく

含めない。

3 
もんだい

問題 2

𝐵 = (1
0

1
1)

が
たいかくかかのう

対角化可能
diagonalizable

かを
はんてい

判定せよ。
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3.1 
かいとうれい

解答例

Correct
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 𝜆 = 1 だけである。

𝐵 − 𝐼 = (0
0

1
0)

なので、
こゆうくうかん

固有空間
eigenspace

は 𝑦 = 0、つまり 𝑒1 の
は

張る 1 
じげん

次元
dimension

の
くうかん

空間である。2 × 2 
ぎょうれつ

行列
matrix

を
たいかくか

対角化
diagonalization

するには
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

が 2 
ほん

本
ひつよう

必要なので、𝐵 は
たいかくかかのう

対角化可能
diagonalizable

ではない。

3.2 
かいせつ

解説

こゆうち

固有値
eigenvalue

を
もと

求めるだけでは
ふじゅうぶん

不十分である。
たいかくか

対角化
diagonalization

には、
くうかんぜんたい

空間全体を
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

の
きてい

基底
basis

で
う

埋める
ひつよう

必要がある。

4 
もんだい

問題 3

𝐶 = (2
1

1
2)

を
ちょっこうたいかくか

直交対角化
orthogonal diagonalization

せよ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 3 と 1 である。
たいおう

対応する
たんい

単位
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

として

𝑞1 = 1√
2
(1

1), 𝑞2 = 1√
2
( 1

−1)

を
と

取れる。したがって、

𝑄 = 1√
2
(1

1
1

−1), 𝐷 = (3
0

0
1)

とすると、

𝑄𝑇 𝐶𝑄 = 𝐷

である。

4.2 
かいせつ

解説

𝐶 は
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

なので、
こと

異なる
こゆうち

固有値
eigenvalue

に
ぞく

属する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

を
ちょっこう

直交
orthogonal

に
えら

選べる。
ちょっこうぎょうれつ

直交行列
orthogonal matrix

による
きていへんかん

基底変換
change of basis

は

なが

長さと
かくど

角度を
ほぞん

保存する。
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5 
もんだい

問題 4

𝐴 = (2
0

1
3)

を
たいかくか

対角化
diagonalization

し、𝐴𝑛 を
もと

求めよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝜆 = 2 に
たい

対する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は (1, 0)𝑇 、𝜆 = 3 に
たい

対する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は (1, 1)𝑇  と
と

取れる。したがって

𝑃 = (1
0

1
1), 𝐷 = (2

0
0
3)

とすると 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 である。よって

𝐴𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 = (2𝑛

0
3𝑛 − 2𝑛

3𝑛 )

である。

5.2 
かいせつ

解説

たいかくか

対角化
diagonalization

は、
るいじょう

累乗を
こゆうほうこう

固有方向
eigendirection

ごとの
ばいりつ

倍率の
るいじょう

累乗へ
ぶんかい

分解する
どうぐ

道具である。

6 
もんだい

問題 5

𝑥′(𝑡) = (1
0

0
−2)𝑥(𝑡), 𝑥(0) = (3

4)

を
と

解け。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct
だい

第 1 
せいぶん

成分
component

は 𝑥(1)′(𝑡) = 𝑥1(𝑡)、
だい

第 2 
せいぶん

成分
component

は 𝑥(2)′(𝑡) = −2𝑥2(𝑡) を
み

満たす。したがって

𝑥(𝑡) = ( 3𝑒𝑡

4𝑒−2𝑡)

である。

6.2 
かいせつ

解説

こゆうち

固有値
eigenvalue

は
じかんはってん

時間発展の
の

伸び
かた

方を
き

決める。この
れい

例では、
だい

第 1 
ほうこう

方向は 𝑒𝑡 で
ぞうか

増加し、
だい

第 2 
ほうこう

方向は 𝑒−2𝑡 で
げんすい

減衰する。
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7 
かんれんえんしゅう

関連演習

→ 基本演習 二次形式・最小多項式・ジョルダン exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/二次形式・最小多項式・ジョルダン-基本演習/

→ 基本演習 SVD と擬似逆 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/SVD と擬似逆-基本演習/

→ 基本演習 複素内積とユニタリ行列 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-基本演習/

8 
かんれんこうぎ

関連講義

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/
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