
きていへんかん

基底変換
change of basis

と
そうじ

相似
similarity

-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 基底変換と相似 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/基底変換と相似-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

きていへんかん

基底変換
change of basis

で
か

変わるのは、ベクトル
vector

そのものや
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

そのものではなく、
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

である。この
えんしゅう

演習で

は、
ふる

古い
きてい

基底
basis

での
ざひょう

座標
coordinate

、
あたら

新 しい
きてい

基底
basis

での
ざひょう

座標
coordinate

、
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を
くべつ

区別して
けいさん

計算する。

2 
かくにんもんだい

確認問題：
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

ℝ2 の
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

を
ふる

古い
きてい

基底
basis

とする。
あたら

新 しい
きてい

基底
basis

を

𝑏1 = (
1
1), 𝑏2 = (

1
−1)

とする。ベクトル
vector

𝑥 = (31)

の
しんきてい

新基底に
かん

関する
ざひょう

座標
coordinate

 [𝑥]new を
もと

求めよ。

2.1 
かいとう

解答

まず、
あたら

新 しい
きてい

基底
basis

ベクトルを
れつ

列
column

に
なら

並べる。

𝑃 = (11
1
−1)

この 𝑃  は、
あたら

新 しい
ざひょう

座標
coordinate

を
ふる

古い
ざひょう

座標
coordinate

へ
もど

戻す
ぎょうれつ

行列
matrix

である。

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new

したがって、

(31) = 𝑠(
1
1) + 𝑡(

1
−1)

を
と

解けばよい。
せいぶん

成分
component

を
くら

比べると、

{𝑠 + 𝑡 = 3,𝑠 − 𝑡 = 1

である。2 
しき

式を
た

足して 2𝑠 = 4、したがって 𝑠 = 2 である。さらに 𝑠 + 𝑡 = 3 から 𝑡 = 1 である。
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[𝑥]new = (
2
1)

この
もんだい

問題で
かくにん

確認しているのは、
ざひょう

座標
coordinate

が
か

変わってもベクトル
vector

そのものは
か

変わらないという
てん

点である。𝑥 は
おな

同じ

ベクトル
vector

だが、
きてい

基底
basis

を
か

変えると
かず

数の
く

組み
あ

合わせが
か

変わる。

3 
かくにんもんだい

確認問題：
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

の
ふる

古い
きてい

基底
basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を

𝐴old = (
2
0
1
3)

とする。また、
あたら

新 しい
きてい

基底
basis

から
ふる

古い
きてい

基底
basis

への
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

を

𝑃 = (11
1
−1)

とする。
しんきてい

新基底
new basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

𝐴new = 𝑃−1𝐴old𝑃

を
もと

求めよ。

3.1 
かいとう

解答

まず 𝑃  が
かぎゃく

可逆
invertible

であることを
かくにん

確認する。ここでは

det 𝑃 = −2 ≠ 0

なので、𝑃−1 が
そんざい

存在する。したがって

𝑃−1 = (
1
2
1
2

1
2
−1
2
)

である。つぎに

𝐴old𝑃 = (
2
0
1
3)(

1
1
1
−1) = (

3
3
1
−3)

である。したがって

𝐴new = (
1
2
1
2

1
2
−1
2
)(33

1
−3) = (

3
0
−1
2 )

となる。

𝐴new = (
3
0
−1
2 )

この
もんだい

問題では、
ひだり

左 の 𝑃−1 と
みぎ

右の 𝑃  の
やくわり

役割が
じゅうよう

重要である。
みぎ

右の 𝑃  は
しんざひょう

新座標の
にゅうりょく

入力
input

を
ふるざひょう

古座標へ
もど

戻し、𝐴old 

は
ふるざひょう

古座標で
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
てきよう

適用し、
ひだり

左 の 𝑃−1 は
けっか

結果を
しんざひょう

新座標へ
もど

戻す。
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4 
かくにんもんだい

確認問題：
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

の
きてい

基底
basis

を
べつべつ

別々に
か

変える

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : ℝ2 → ℝ3 の
ふる

古い
きてい

基底
basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を

𝐴old =
(

10
1

0
1
1)



とする。
ていぎいき

定義域
domain

の
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

を

𝑃 = (10
1
1)

とし、
しゅういき

終域
codomain

の
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

を 𝑄 = 𝐼3 とする。このとき

𝐴new = 𝑄−1𝐴old𝑃

を
もと

求めよ。

4.1 
かいとう

解答

ここでは 𝑄 = 𝐼3 なので、𝑄−1 = 𝐼3 である。したがって

𝐴new = 𝐴old𝑃

を
けいさん

計算すればよい。

(

10
1

0
1
1)

(10

1
1) =

(

10
1

1
1
2)



したがって

𝐴new = (
1
0
1

1
1
2
)

ちょうほうぎょうれつ

長方行列
rectangular matrix

では、
そうじ

相似
similarity

という
かたち

形 ではなく 𝑄−1𝐴𝑃  という
かたち

形 になる。
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

の
きてい

基底
basis

を
べつべつ

別々に
も

持つため

である。

5 
かくにんもんだい

確認問題：
そうじ

相似
similarity

で
ほぞん

保存される
りょう

量
quantity

ぜんもん

前問の
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

𝐴 = (20
1
3), 𝐵 = (30

−1
2 )

について、トレース
trace

、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

、
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
いっち

一致することを
かくにん

確認せよ。

5.1 
かいとう

解答

まずトレース
trace

は

tr(𝐴) = 2 + 3 = 5, tr(𝐵) = 3 + 2 = 5

である。つぎに
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は

det𝐴 = 2 · 3 − 0 · 1 = 6, det𝐵 = 3 · 2 − 0 · (−1) = 6
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である。さらに、どちらも
じょうさんかくぎょうれつ

上三角行列
upper triangular matrix

なので、
こゆうち

固有値
eigenvalue

は
たいかくせいぶん

対角成分
diagonal entry

から
よ

読める。

𝐴 : 2, 3, 𝐵 : 3, 2

したがって、
じゅんじょ

順序
order

を
のぞ

除けば
こゆうち

固有値
eigenvalue

は
いっち

一致する。

この
もんだい

問題で
み

見ているのは、
そうじ

相似
similarity

が
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

の
べつひょうじ

別表示
alternative representation

であるという
じじつ

事実である。
ぎょうれつ

行列
matrix

の
せいぶん

成分
component

は
か

変

わっても、
きてい

基底
basis

に
いぞん

依存しない
りょう

量
quantity

は
ほぞん

保存される。

6 
かくにんもんだい

確認問題：
かぎゃくせい

可逆性
invertibility

の
かくにん

確認

𝑃 = (12
2
4)

を
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

として
つか

使えるか
はんてい

判定せよ。

6.1 
かいとう

解答

きていへんかん

基底変換
change of basis

で
つか

使う 𝑃  は、
あたら

新 しい
きてい

基底
basis

ベクトルを
れつ

列
column

に
なら

並べた
ぎょうれつ

行列
matrix

である。したがって、
れつ

列
column

が
せんけいどくりつ

線型独立
linearly independent

でなけ

ればならない。

ここでは
だいにれつ

第 2 列が
だいいちれつ

第 1 列の 2 
ばい

倍である。

(24) = 2(
1
2)

したがって
れつ

列
column

は
せんけいじゅうぞく

線型従属
linearly dependent

であり、
きてい

基底
basis

にならない。
じっさい

実際、

det 𝑃 = 1 · 4 − 2 · 2 = 0

である。
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

の
こうしき

公式を
つか

使うなら det 𝑃  で
わ

割るため、この
ばあい

場合は 0 による
じょざん

除算
division

になり、𝑃−1 は
そんざい

存在しない。

𝑃 は座標変換行列として使えない

この
もんだい

問題は、
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

や
きていへんかん

基底変換
change of basis

で 𝑃−1 が
で

出てくる
りゆう

理由を
かくにん

確認するものである。
かぎゃく

可逆
invertible

でない
ぎょうれつ

行列
matrix

は、
ざひょう

座標
coordinate

の
つ

付け
か

替えではなく、
じょうほう

情報
information

を
つぶ

潰す
しゃぞう

写像
map

になる。

7 
ほじゅうもんだい

補充問題：
しっぱいれい

失敗例と
じゅんじょ

順序の
かくにん

確認

7.1 
もんだい

問題 6

𝑏1 = (
1
0), 𝑏2 = (

2
0)

は ℝ2 の
きてい

基底
basis

ではない。この
りゆう

理由を、
ざひょうへんかんぎょうれつ

座標変換行列
change-of-coordinates matrix

の
かぎゃくせい

可逆性
invertibility

から
せつめい

説明せよ。

Correct

𝑏1, 𝑏2 を
れつ

列
column

に
なら

並べると
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𝑃 = (10
2
0)

である。この
ぎょうれつ

行列
matrix

は
だい

第 2 
ぎょう

行
row

が
れい

零なので
かぎゃく

可逆
invertible

ではない。したがって、
ざひょう

座標
coordinate

からベクトルを
いちい

一意に
ふくげん

復元で

きず、𝑏1, 𝑏2 は
きてい

基底
basis

ではない。

この
もんだい

問題は、
きてい

基底
basis

ではない
くみ

組を
つか

使うと
ざひょうへんかん

座標変換
change of coordinates

が
こわ

壊れることを
かくにん

確認する。
きていへんかん

基底変換
change of basis

では、
へんかんぎょうれつ

変換行列が
かぎゃく

可逆
invertible

であることが
ぜんてい

前提である。

7.2 
もんだい

問題 7

𝐴 = (20
1
3), 𝑃 = (10

1
1)

とする。𝑃−1𝐴𝑃  と 𝑃𝐴𝑃−1 を
けいさん

計算し、
いっぱん

一般に
じゅんじょ

順序を
い

入れ
か

替えてはいけないことを
かくにん

確認せよ。

Correct

𝑃−1 = (10
−1
1 )

である。したがって

𝑃−1𝐴𝑃 = (20
0
3)

である。
いっぽう

一方、

𝑃𝐴𝑃−1 = (20
2
3)

であり、
おな

同じ
ぎょうれつ

行列
matrix

にはならない。

この
もんだい

問題は、
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

の
じゅんじょ

順序を
かくにん

確認するための
しっぱいれい

失敗例である。𝑃−1𝐴𝑃  と 𝑃𝐴𝑃−1 は
きごう

記号が
に

似ているが、

きてい

基底
basis

の
と

取り
かた

方に
たい

対する
いみ

意味が
ぎゃく

逆 になる。

8 
かんれんこうぎ

関連講義

→ 講義 線型性の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型性の基本-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

→ 講義 基底変換と相似 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/基底変換と相似-講義/
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9 まとめ

•
きていへんかん

基底変換
change of basis

では、ベクトル
vector

そのものではなく
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

が
か

変わる。

•
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

 𝑃−1𝐴𝑃  は、
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
べつ

別の
きてい

基底
basis

で
あらわ

表 す
そうさ

操作
operation

である。

•
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

の
きてい

基底
basis

を
べつべつ

別々に
か

変えるときは、𝑄−1𝐴𝑃  の
かたち

形 になる。

• 𝑃−1 を
つか

使う
ばめん

場面では、𝑃  が
かぎゃく

可逆
invertible

であることを
かくにん

確認する。
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