
せんけいせい

線型性
linearity

と
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

-
きほんえんしゅう

基本演習

→ 講義 線型性の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型性の基本-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

1 
えんしゅう

演習
ほうしん

方針

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

かどうかは、いくつかの
すうちれい

数値例ではなく、
にんい

任意のベクトル
vector

とスカラー
scalar

について
かほうせい

加法性
additivity

と
どうじせい

同次性
homogeneity

を

かくにん

確認して
はんてい

判定する。
はんれい

反例
counterexample

を
しめ

示すときは、
かほうせい

加法性
additivity

または
どうじせい

同次性
homogeneity

のどちらかが
やぶ

破れる 1 
れい

例を
だ

出せばよい。
しょうめい

証明
proof

するときは、
にんい

任意

の
もじ

文字で
けいさん

計算する。

2 
もんだい

問題 1

𝑇 : ℝ2 → ℝ2 を

𝑇(𝑥𝑦) = ( 𝑥 + 𝑦
2𝑥 − 𝑦)

で
ていぎ

定義する。𝑇  が
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

であることを
しめ

示せ。

2.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑢 = (𝑥1, 𝑦1)𝑇 、𝑣 = (𝑥2, 𝑦2)𝑇  とする。

𝑇 (𝑢 + 𝑣) = ( 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2
2(𝑥1 + 𝑥2) − (𝑦1 + 𝑦2)

)

であり、

𝑇 (𝑢) + 𝑇(𝑣) = ( 𝑥1 + 𝑦1
2𝑥1 − 𝑦1

)+( 𝑥2 + 𝑦2
2𝑥2 − 𝑦2

) = ( 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑦1 + 𝑦2
2(𝑥1 + 𝑥2) − (𝑦1 + 𝑦2)

)

なので
かほうせい

加法性
additivity

が
な

成り
た

立つ。

また、スカラー 𝑐 について

𝑇 (𝑐𝑢) = ( 𝑐𝑥1 + 𝑐𝑦1
2𝑐𝑥1 − 𝑐𝑦1

) = 𝑐( 𝑥1 + 𝑦1
2𝑥1 − 𝑦1

) = 𝑐𝑇 (𝑢)

なので
どうじせい

同次性
homogeneity

も
な

成り
た

立つ。したがって 𝑇  は
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

である。
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2.2 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題では、
せんけいせい

線型性
linearity

を
ていぎ

定義
definition

から
かくにん

確認している。
けいすう

係数
coefficient

つきの
いちじしき

一次式
linear expression

で
つく

作られていても、
にんい

任意の 𝑢, 𝑣, 𝑐 につ

いて
かほうせい

加法性
additivity

と
どうじせい

同次性
homogeneity

を
かくにん

確認するまでは
しょうめい

証明
proof

にならない。

3 
もんだい

問題 2

𝑆 : ℝ2 → ℝ2 を

𝑆(𝑥𝑦) = (𝑥 + 1
𝑦 )

で
ていぎ

定義する。𝑆 が
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

ではないことを
しめ

示せ。

3.1 
かいとうれい

解答例

Correct
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

なら 𝑆(0) = 0 でなければならない。しかし

𝑆(00) = (10) ≠ (00)

である。したがって 𝑆 は
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

ではない。

3.2 
かいせつ

解説

へいこういどう

平行移動
translation

は
ちょくせん

直線
line

を
ちょくせん

直線
line

へ
うつ

移すが、
げんてん

原点
origin

を
げんてん

原点
origin

へ
たも

保たないため
せんけい

線型
linear

ではない。
せんけいせい

線型性
linearity

の
はんれい

反例
counterexample

では、まず 

𝑇 (0) = 0 を
み

満たすかを
かくにん

確認すると
はや

早い。

4 
もんだい

問題 3

𝑅 : ℝ2 → ℝ2 を

𝑅(𝑥𝑦) = (𝑥
2

𝑦 )

で
ていぎ

定義する。𝑅 が
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

ではないことを、
どうじせい

同次性
homogeneity

の
しっぱい

失敗から
しめ

示せ。

4.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑢 = (1, 0)𝑇 、𝑐 = 2 とすると、

𝑅(2𝑢) = 𝑅(20) = (40)
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である。
いっぽう

一方、

2𝑅(𝑢) = 2(10) = (20)

である。したがって 𝑅(2𝑢) ≠ 2𝑅(𝑢) であり、
どうじせい

同次性
homogeneity

が
な

成り
た

立たない。

4.2 
かいせつ

解説

𝑥2 のような
ひせんけい

非線型
nonlinear

な
こう

項
term

があると、スカラー
ばい

倍
scalar multiplication

の
ばいりつ

倍率が
たも

保たれない。この
もんだい

問題は、
げんてん

原点
origin

を
たも

保つだけでは
せんけいせい

線型性
linearity

に
じゅうぶん

十分でないことを
かくにん

確認している。

5 
もんだい

問題 4

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : ℝ3 → ℝ2 が

𝑇 (𝑒1) = (10), 𝑇 (𝑒2) = (−1
2 ), 𝑇 (𝑒3) = (31)

を
み

満たすとする。𝑇  の
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

に
かん

関する
ぎょうれつ

行列
matrix

を
もと

求め、𝑇 (2,−1, 4)𝑇  を
けいさん

計算せよ。

5.1 
かいとうれい

解答例

Correct
ぎょうれつ

行列
matrix

の
れつ

列
column

は
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

の
ぞう

像
image

なので、

𝐴 = (10
−1
2

3
1)

である。また

(2,−1, 4)𝑇 = 2𝑒1 − 𝑒2 + 4𝑒3

だから、

𝑇 (2,−1, 4)𝑇 = 2𝑇(𝑒1) − 𝑇 (𝑒2) + 4𝑇 (𝑒3) = (152 )

である。

5.2 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、
ぎょうれつ

行列
matrix

の
れつ

列
column

が
きてい

基底ベクトル
basis vector

の
ゆ

行き
さき

先
destination

を
きろく

記録していることを
かくにん

確認している。
せんけいせい

線型性
linearity

があるため、

にんい

任意の
にゅうりょく

入力
input

は
きてい

基底
basis

の
ぞう

像
image

の
おな

同じ
けいすう

係数
coefficient

による
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

で
けいさん

計算できる。
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6 
もんだい

問題 5

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : 𝑉 → 𝑊  とベクトル
vector

 𝑣1, 𝑣2 について、𝑣2 = 3𝑣1 が
な

成り
た

立つとする。このとき 𝑇 (𝑣2) と 𝑇 (𝑣1) の
かんけい

関係
relation

を
の

述べよ。

6.1 
かいとうれい

解答例

Correct
どうじせい

同次性
homogeneity

より

𝑇 (𝑣2) = 𝑇 (3𝑣1) = 3𝑇 (𝑣1)

である。

6.2 
かいせつ

解説

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

は
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

の
かんけい

関係
relation

を
ほぞん

保存する。したがって、
にゅうりょくがわ

入力側
input side

で
じゅうぞく

従属
dependent

している
かんけい

関係
relation

は、
しゅつりょくがわ

出力側
output side

でも
おな

同じ
けいすう

係数
coefficient

の
かんけい

関係
relation

として
のこ

残る。ただし、
ぎゃく

逆 に
しゅつりょくがわ

出力側
output side

で
じゅうぞく

従属
dependent

しているからといって、
にゅうりょくがわ

入力側
input side

で
おな

同じ
かんけい

関係
relation

があったとは

かぎ

限らない。

7 
もんだい

問題 6

𝑇 : ℂ → ℂ を

𝑇 (𝑧) = 𝑧

で
ていぎ

定義する。ℂ を ℝ 
じょう

上 のベクトル
くうかん

空間と
み

見ると 𝑇  が
じつせんけい

実線型
real-linear

であり、ℂ 
じょう

上 のベクトル
くうかん

空間と
み

見ると
ふくそせんけい

複素線型
complex-linear

ではないことを
しめ

示せ。

7.1 
かいとうれい

解答例

Correct

𝑧, 𝑤 ∈ ℂ について

𝑇 (𝑧 + 𝑤) = 𝑧 + 𝑤 = 𝑧 + 𝑤 = 𝑇(𝑧) + 𝑇 (𝑤)

である。また、𝑎 ∈ ℝ なら

𝑇 (𝑎𝑧) = 𝑎𝑧 = 𝑎𝑧 = 𝑎𝑇 (𝑧)

なので、𝑇  は
じつせんけい

実線型
real-linear

である。
いっぽう

一方、
ふくそ

複素
complex

のスカラー
scalar

 𝑖 を
つか

使うと、

𝑇 (𝑖 · 1) = 𝑖 = −𝑖

だが、
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𝑖𝑇 (1) = 𝑖

である。したがって 𝑇 (𝑖 · 1) ≠ 𝑖𝑇 (1) であり、
ふくそせんけい

複素線型
complex-linear

ではない。

7.2 
かいせつ

解説

この
もんだい

問題は、
せんけいせい

線型性
linearity

が「どの
たい

体をスカラー
scalar

として
つか

使うか」に
いぞん

依存することを
かくにん

確認している。
おな

同じ
しゃぞう

写像
map

でも、

じっすう

実数
real number

のスカラー
scalar

だけを
ゆる

許す
ばあい

場合と、
ふくそすう

複素数
complex number

のスカラー
scalar

を
ゆる

許す
ばあい

場合で
どうじせい

同次性
homogeneity

の
いみ

意味が
か

変わる。

8 
かんれんこうぎ

関連講義

→ 講義 線型性の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型性の基本-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 線型結合と張る空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型結合と張る空間の基本-講義/

→ 講義 ベクトル空間と基底 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義/
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