
Schrodinger
ほうていしき

方程式の
きほん

基本
basics of the Schrodinger equation

1 なぜSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

を
み

見るのか

この
こうぎ

講義の
ちゅうしんてき

中心的な
と

問いは、ハミルトニアン
Hamiltonian

が、
ゆる

許される
はどうかんすう

波動関数
wave function

とエネルギー
energy

をどのように
えら

選ぶかであ

る。
はどうかんすう

波動関数
wave function

だけでは、
でんし

電子のエネルギー
energy

は
き

決まらない。
ぶんし

分子の
なか

中で
でんし

電子がどのポテンシャルエネルギー
potential energy

を
かん

感じ

るか、どの
はんい

範囲で
そんざい

存在できるか、どの
きょうかいじょうけん

境界条件 を
み

満たすかを
してい

指定する
ひつよう

必要がある。この
じょうけん

条件をまとめたも

のがハミルトニアン
Hamiltonian

である。

し た が っ て 、 Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

は 、
たん

単に
じかんへんか

時間変化を
あらわ

表 す
こうしき

公式で は な い 。
りょうしかがく

量子化学の
きそ

基礎で は 、

ハミルトニアン
Hamiltonian

の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

として
よ

読むことが
かくしん

核心である。

𝐻̂𝜓 = 𝐸𝜓

この
しき

式は、
せんけいだいすう

線形代数の
つぎ

次の
しき

式と
どう

同じ
こうぞう

構造をもつ。

𝐴𝒗 = 𝜆𝒗
ぎょうれつ

行列がベクトルの
む

向きを
へん

変えずに
ていすうばい

定数倍だけ
へん

変えるとき、そのベクトルは
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

である。
どうよう

同様に、

ハミルトニアン
Hamiltonian

が
はどうかんすう

波動関数
wave function

の
かたち

形 を
へん

変えずに
ていすうばい

定数倍だけ
へん

変えるとき、その
はどうかんすう

波動関数
wave function

はエネルギーの
てい

定まった

ていじょうじょうたい

定常状態
stationary state

である。

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/

2 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

ちょっかんてき

直感的には、ハミルトニアン
Hamiltonian

は「その
けい

系でどの
なみ

波の
かたち

形 が
あんてい

安定に
そんざい

存在できるかを
ちょう

調 べる
そうち

装置」である。
げん

弦の
りょうたん

両端を
こてい

固定すると、どんな
なみ

波でも
のこ

残るわけではない。
はじ

端で
ふし

節をもち、
げん

弦の
なが

長さに
あ

合う
なみ

波だけが

のこ

残る。
りょうしかがく

量子化学でも
どうよう

同様に、
でんし

電子の
はどうかんすう

波動関数
wave function

は、ハミルトニアン
Hamiltonian

と
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

に
あ

合うものだけが、
てい

定まった

エネルギー
energy

をもつ
じょうたい

状態として
のこ

残る。

ここで「
さよう

作用させても
かたち

形 が
へん

変わらない」という
じょうけん

条件が
じゅうよう

重要である。ハミルトニアン
Hamiltonian

を
さよう

作用させた
けっか

結果が

もと

元の
はどうかんすう

波動関数
wave function

の
ていすうばい

定数倍になれば、その
ていすう

定数をエネルギー
energy

として
よ

読める。
かたち

形 が
べつ

別の
かんすう

関数へ
へん

変わるなら、その

はどうかんすう

波動関数
wave function

はエネルギーが
いち

一つに
てい

定まった
じょうたい

状態ではない。

3 
じかんいぞんかたち

時間依存形

じかん

時間を
ふく

含むSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

は
つぎ

次である。

𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡
Ψ( ⃗𝑟, 𝑡) = 𝐻̂Ψ( ⃗𝑟, 𝑡)
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ここで、
かんさん

換算Planck
ていすう

定数
reduced Planck constant

は
つぎ

次の
たんい

単位と
じげん

次元をもつ。

ℏ [J s; 𝘔𝘓2𝘛−1]
じかん

時間は
つぎ

次の
りょう

量 である。

𝑡 [s; 𝘛 ]

したがって、
さへん

左辺の
けいすう

係数と
じかんびぶん

時間微分はエネルギー
energy

の
じげん

次元を
つく

作る。

ℏ 𝜕
𝜕𝑡
[J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

この
しき

式は、「
じょうたい

状態
state

の
じかんへんか

時間変化はハミルトニアン
Hamiltonian

で
き

決まる」と
よ

読む。ただし、
りょうしかがく

量子化学の
きそ

基礎でまず
じゅうよう

重要な

のは、
じかん

時間に
いぞん

依存しない
ばあい

場合にこの
しき

式から
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

が
で

出ることである。

4 
じかんどくりつかたち

時間独立形が
で

出る
りゆう

理由

ハミルトニアン
Hamiltonian

が
じかん

時間に
いぞん

依存しないと
かてい

仮定する。このとき、
じかん

時間と
くうかん

空間を
わ

分けた
かたち

形 を
し

試す。

Ψ( ⃗𝑟, 𝑡) = 𝜓( ⃗𝑟)𝑇 (𝑡)

この
かたち

形 を
じかんいぞんかたち

時間依存形へ
だいにゅう

代入する。

𝑖ℏ𝜓( ⃗𝑟)𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 𝑇 (𝑡)𝐻̂𝜓( ⃗𝑟)

ひれい

非零の
ぶんりかい

分離解を
こう

考え、まず

𝑇 (𝑡) ≠ 0, 𝜓( ⃗𝑟) ≠ 0

である
てん

点で
りょうへん

両辺を
わ

分ける。
れいてん

零点ではこの
わり

割り
さん

算を
ちょくせつぎょう

直接行 わず、
え

得られた
とうしき

等式を
れんぞくせい

連続性により
えんちょう

延長して

よ

読む。

𝑖ℏ 1
𝑇
𝑑𝑇
𝑑𝑡
= 1
𝜓
𝐻̂𝜓

さへん

左辺は
じかん

時間だけの
かんすう

関数、
うへん

右辺は
くうかん

空間だけの
かんすう

関数である。これらがすべての
じかん

時間と
くうかん

空間で
など

等しいなら、それら

は
どう

同じ
ていすう

定数でなければならない。その
ていすう

定数をエネルギー
energy

として
つぎ

次で
あらわ

表 す。

𝐸 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

すると、
くうかんぶぶん

空間部分は
つぎ

次を
み

満たす。

𝐻̂𝜓( ⃗𝑟) = 𝐸𝜓( ⃗𝑟)

これが
じかん

時間に
いぞん

依存しないSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

であり、ハミルトニアン
Hamiltonian

の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

である。

→ 講義 微分方程式ポータル lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/微分方程式ポータル-講義/

→ 講義 偏微分方程式ポータル lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/偏微分方程式ポータル-講義/

5 Hamiltonian の
かたち

形

ひとつぶこ

一粒子、
しつりょう

質量を
つぎ

次の
りょう

量 とし、
じかん

時間に
いぞん

依存しないポテンシャルエネルギー
potential energy

を
かんが

考 える。
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𝑚 [kg; 𝘔], 𝑉 ( ⃗𝑟) [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]
ひそうたいろんてき

非相対論的なハミルトニアン
Hamiltonian

は
つぎ

次である。

𝐻̂ = − ℏ
2

2𝑚
∇2+𝑉 ( ⃗𝑟)

だいいっこう

第一項は
うんどう

運動エネルギー
kinetic energy

に
たいおう

対応する。
だいにこう

第二項はポテンシャルエネルギー
potential energy

に
たいおう

対応する。Laplacian
Laplacian

は
つぎ

次の
たんい

単位

と
じげん

次元をもつ。

∇2 [m−2; 𝘓−2]
うんどう

運動エネルギー
こう

項の
けいすう

係数とLaplacian
Laplacian

を
あ

合わせると、エネルギー
energy

の
たんい

単位と
じげん

次元になる。

ℏ2

2𝑚
∇2 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

したがって、
じかんどくりつかたち

時間独立形は
つぎ

次のように
かき

書ける。

(− ℏ
2

2𝑚
∇2+𝑉 ( ⃗𝑟))𝜓( ⃗𝑟) = 𝐸𝜓( ⃗𝑟)

この
しき

式の
さへん

左辺は、
はどうかんすう

波動関数
wave function

にエネルギー
energy

の
えんざんし

演算子
operator

を
さよう

作用させたものである。
うへん

右辺は、
どう

同じ
はどうかんすう

波動関数
wave function

に

エネルギー
energy

の
あたい

値 を
か

掛けたものである。
りょうへん

両辺が
どう

同じ
かたち

形 になるとき、その
はどうかんすう

波動関数
wave function

はエネルギー
こゆうじょうたい

固有状態
energy eigenstate

で

ある。

6 
きょうかいじょうけん

境界条件 はどこに
はい

入るか

Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

だけでは、
かい

解は
いち

一つに
き

決まらない。
びぶんほうていしき

微分方程式には
せきぶんていすう

積分定数が
あらわ

現 れるため、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

や
きかくか

規格化
normalization

が
ひつよう

必要である。
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

は、
こうほ

候補となる
はどうかんすう

波動関数
wave function

を
さく

削る
じょうけん

条件である。
むげん

無限に
たか

高い
かべ

壁をもつ
はこ

箱では、
かべ

壁の
いち

位置で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が

しょう

消 える。
げんし

原子の
そくばくじょうたい

束縛状態では、
えんぽう

遠方で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が
じゅうぶんしょう

十分小 さくなり、
きかくか

規格化
normalization

できる
ひつよう

必要がある。

この
じょうけん

条件により、
れんぞくてき

連続的に
み

見える
こうほ

候補のうち、
ぶつりてき

物理的に
ゆる

許されるものだけが
のこ

残る。
けっか

結果として、エネルギー
energy

が
ひ

飛び
ひ

飛びになることがある。

7 
ぐたいれい

具体例: 
はこがた

箱型ポテンシャルを
こゆうちもんだい

固有値問題として
よ

読む

くかんない

区間内でポテンシャルエネルギー
potential energy

が
れい

零、
そとがわ

外側へ
で

出られない
ひとつぶこ

一粒子を
かんが

考 える。
なが

長さを
つぎ

次の
せい

正の
りょう

量 とする。

𝐿 [m; 𝘓], 𝐿 > 0
はこ

箱の
うちがわ

内側では
つぎ

次を
と

解く。

− ℏ
2

2𝑚
𝑑2𝜓
𝑑𝑥2

= 𝐸𝜓

この
しき

式は、
にかいびぶん

二階微分したときに
もと

元の
かんすう

関数の
ふ

負の
ていすうばい

定数倍になる
かんすう

関数を
さが

探す
もんだい

問題である。したがって、
こうほ

候補とし

て
せいげん

正弦と
よげん

余弦が
あらわ

現 れる。

𝜓(𝑥) = 𝐴 sin 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥
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きょうかいじょうけん

境界条件 は
つぎ

次である。

𝜓(0) = 0, 𝜓(𝐿) = 0
だいいち

第一の
じょうけん

条件から、
よげん

余弦の
けいすう

係数が
しょう

消 える。

𝐵 = 0
だいに

第二の
じょうけん

条件から、
つぎ

次を
え

得る。

𝐴sin 𝑘𝐿 = 0
れいかんすう

零関数は
きかくか

規格化できないため、
ぶつりてき

物理的な
じょうたい

状態
state

ではない。したがって、
つぎ

次を
ようきゅう

要求する。

𝐴 ≠ 0, sin 𝑘𝐿 = 0

よって、
はすう

波数は
ひ

飛び
ひ

飛びになる。

𝑘𝐿 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, 3,…

この
れい

例で
じゅうよう

重要なのは、
かいほうてじゅん

解法手順ではなく
たいおうかんけい

対応関係である。
びぶんほうていしき

微分方程式が
こうほ

候補の
なみ

波の
かたち

形 を
よ

与え、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
はすう

波数を
えら

選び、ハミルトニアン
Hamiltonian

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

としてエネルギー
energy

が
え

得られる。

→ 講義 粒子箱モデル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/粒子箱モデル-講義/

8 
なに

何が
へん

変わり、
なに

何が
ほぞん

保存されるか

じかん

時間に
いぞん

依存しないハミルトニアン
Hamiltonian

の
ていじょうじょうたい

定常状態
stationary state

では、
じかんはってん

時間発展により
ぜんたいいそう

全体位相が
へん

変わる。

Ψ( ⃗𝑟, 𝑡) = 𝜓( ⃗𝑟)𝑒−𝑖𝐸𝑡/ℏ

しかし、
かくりつみつど

確率密度
probability density

は
ほぞん

保存される。

| Ψ( ⃗𝑟, 𝑡)|2 = | 𝜓( ⃗𝑟)|2

ハミルトニアン
Hamiltonian

を
へん

変えると、
ゆる

許される
こゆうかんすう

固有関数
eigenfunction

とエネルギー
こゆうち

固有値
energy eigenvalue

が
へん

変わる。
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

を
へん

変えても
どうよう

同様で

ある。
いっぽう

一方、
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

として
よ

読む
こうぞう

構造は
ほぞん

保存される。

9 
みわけ

見分け
ほう

方

しき

式が
つぎ

次の
かたち

形 なら、エネルギー
energy

の
てい

定まった
じょうたい

状態
state

を
もと

求める
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

である。

𝐻̂𝜓 = 𝐸𝜓
しき

式が
つぎ

次の
かたち

形 なら、
じょうたい

状態
state

の
じかんはってん

時間発展を
もと

求める
もんだい

問題である。

𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡
Ψ = 𝐻̂Ψ

びぶんほうていしき

微分方程式の
いっぱんかい

一般解に
にんいていすう

任意定数が
のこ

残るなら、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

と
きかくか

規格化
normalization

をまだ
つか

使っていないと
はんだん

判断する。

10 
ひとこと

一言でいうと

Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

は、ハミルトニアン
Hamiltonian

が
はどうかんすう

波動関数
wave function

へ
さよう

作用する
きそく

規則である。
じかん

時間に
いぞん

依存しない
ばあい

場合、その
かくしん

核心

はハミルトニアン
Hamiltonian

の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

であり、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

と
きかくか

規格化
normalization

が
ぶつりてき

物理的に
ゆる

許される
じょうたい

状態
state

を
えら

選ぶ。
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11 
えんしゅう

演習リンク

→ 問題演習 量子化学基本演習 exercise chemistry theoretical

https://study.bem130.com/exercise/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学基本演習-問題演習/

→ 問題演習 量子化学標準演習 exercise chemistry theoretical

https://study.bem130.com/exercise/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学標準演習-問題演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 量子化学の入口 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学の入口-講義/

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

→ 講義 粒子箱モデル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/粒子箱モデル-講義/

→ 講義 微分方程式ポータル lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/微分方程式ポータル-講義/

→ 講義 偏微分方程式ポータル lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/偏微分方程式ポータル-講義/

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/
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