
りゅうしばこ

粒子箱モデル
particle in a box model

1 なぜこのモデルを
み

見るのか

この
こうぎ

講義の
ちゅうしんてき

中心的な
と

問いは、なぜ
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
はどうかんすう

波動関数
wave function

を
えら

選び、エネルギー
energy

を
ひ

飛び
ひ

飛びにするのかである。
りゅうしばこ

粒子箱モデル
particle in a box model

は、
じつざいぶんし

実在分子を
せいみつ

精密に
さいげん

再現する
もけい

模型ではない。
かち

価値は、
りょうしかがく

量子化学の
きそこうぞう

基礎構造を
さいしょうげん

最小限の
しき

式で

かくにん

確認できる
てん

点にある。ここでは、ハミルトニアン
Hamiltonian

の
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

、
きかくか

規格化
normalization

、
りょうしか

量子化
quantization

が
いち

一つの
けいさん

計算

の
なか

中にすべて
あらわ

現 れる。

このモデルで
がく

学ぶべきことは、
こうしき

公式の
あんき

暗記ではない。
びぶんほうていしき

微分方程式が
こうほ

候補となる
なみ

波を
よ

与え、
きょうかいじょうけん

境界条件 が
こうほ

候補

を
けず

削り、
のこ

残った
なみ

波だけがエネルギー
こゆうち

固有値
energy eigenvalue

を
も

持つ、という
ろんり

論理である。

→ 講義 シュレーディンガー方程式の基本 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/シュレーディンガー方程式の基本-講義/

2 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

りょうたん

両端を
こてい

固定した
げん

弦を
かんが

考 える。
げん

弦にはいろいろな
なみ

波を
えが

描けそうだが、
りょうたん

両端が
こてい

固定されているなら、
はじ

端で
へんい

変位

が
れい

零になる
なみ

波だけが
ゆる

許される。
げん

弦の
なが

長さに
あ

合わない
なみ

波は、
はじ

端の
じょうけん

条件を
み

満たせない。
りゅうしばこ

粒子箱モデル
particle in a box model

でも
どう

同じ
こうぞう

構造が
あらわ

現 れる。
りゅうし

粒子を
ちい

小さな
たま

球として
はこ

箱に
い

入れるのではなく、
はどうかんすう

波動関数
wave function

という
じょうたい

状態
state

の
ひょうげん

表現を
はこ

箱に
い

入れる。
はこ

箱の
そと

外へ
で

出られないという
かてい

仮定は、
はじ

端で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が
れい

零になる
じょうけん

条件として
あらわ

現 れる。
はじ

端で
れい

零になる
なみ

波だけが
のこ

残るため、
はちょう

波長は
れんぞくてき

連続的には
えら

選べない。
はちょう

波長が
ひ

飛び
ひ

飛びになれば、
うんどう

運動エネルギー

も
ひ

飛び
ひ

飛びになる。この
ちょっかん

直感が、
いか

以下の
けいさん

計算で
げんみつ

厳密な
しき

式に
へん

変わる。

→ 講義 三角関数 lecture math trigonometry

https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/三角関数-講義/

3 
せってい

設定と
かてい

仮定

いちじげん

一次元の
くかん

区間に
りゅうし

粒子を
と

閉じ
こみ

込める。
はこ

箱の
なが

長さを
つぎ

次の
せい

正の
りょう

量 とする。

𝐿 [m; 𝘓], 𝐿 > 0
りゅうし

粒子の
いち

位置は
つぎ

次の
はんい

範囲にある。

0 < 𝑥 < 𝐿
りゅうし

粒子の
しつりょう

質量を
つぎ

次とする。

𝑚 [kg; 𝘔], 𝑚 > 0
はこ

箱の
うちがわ

内側ではポテンシャルエネルギー
potential energy

を
れい

零とする。

𝑉 (𝑥) = 0 for 0 < 𝑥 < 𝐿
はこ

箱の
そとがわ

外側では
りゅうし

粒子が
そんざい

存在できないと
かてい

仮定する。この「
むげん

無限に
たか

高い
かべ

壁」という
かてい

仮定により、
はじ

端で
はどうかんすう

波動関数
wave function

が

れい

零になる。
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𝜓(0) = 0, 𝜓(𝐿) = 0

この
かてい

仮定は
つよ

強い。
じつざいぶんし

実在分子では
でんし

電子が
かんぜん

完全に
そと

外へ
で

出られないとは
げん

限らない。しかし、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
りょうしか

量子化
quantization

を

う

生む
しくみ

仕組みを
かくにん

確認するには
さいしょう

最小の
せってい

設定である。

4 Schrodinger 
ほうていしき

方程式を
りつ

立てる

はこ

箱の
うちがわ

内側ではポテンシャルエネルギー
potential energy

が
れい

零なので、ハミルトニアン
Hamiltonian

は
うんどう

運動エネルギー
こう

項だけになる。

𝐻̂ = − ℏ2

2𝑚
𝑑2

𝑑𝑥2
じかん

時間に
いぞん

依存しないSchrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

は
つぎ

次である。

𝐻̂𝜓 = 𝐸𝜓

したがって、
はこ

箱の
うちがわ

内側で
と

解く
しき

式は
つぎ

次である。

− ℏ2

2𝑚
𝑑2𝜓
𝑑𝑥2

= 𝐸𝜓, 𝐸 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

この
しき

式は、
にかいびぶん

二階微分が
もと

元の
かんすう

関数の
ふ

負の
ていすうばい

定数倍になる
かんすう

関数を
さが

探す
かたち

形 に
せいり

整理できる。

𝑑2𝜓
𝑑𝑥2

= −2𝑚𝐸
ℏ2

𝜓

ここで
はすう

波数を
つぎ

次で
ていぎ

定義する。

𝑘2 = 2𝑚𝐸
ℏ2

, 𝑘 [m−1; 𝘓−1]

すると、
ほうていしき

方程式は
つぎ

次になる。

𝑑2𝜓
𝑑𝑥2

= −𝑘2𝜓

この
かたち

形 を
み

見たら、
にかいびぶん

二階微分で
ふごう

符号が
はんてん

反転して
もと

元に
もど

戻る
かんすう

関数を
さが

探す。したがって、
せいげん

正弦と
よげん

余弦が
こうほ

候補になる。

𝜓(𝑥) = 𝐴 sin 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥

→ 講義 二階線型定数係数微分方程式の基本 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/二階線型定数係数微分方程式の基本-講義/

5 
きょうかいじょうけん

境界条件 が
はすう

波数を
えら

選ぶ

だいいち

第一の
きょうかいじょうけん

境界条件 を
つか

使う。

𝜓(0) = 𝐴 sin 0 + 𝐵 cos 0 = 𝐵
はじ

端で
れい

零なので、
つぎ

次を
え

得る。

𝐵 = 0

したがって、
こうほ

候補は
つぎ

次に
こう

絞られる。

𝜓(𝑥) = 𝐴 sin 𝑘𝑥
だいに

第二の
きょうかいじょうけん

境界条件 を
つか

使う。

𝜓(𝐿) = 𝐴 sin 𝑘𝐿 = 0

ここで、もし
つぎ

次なら
れいかんすう

零関数になる。
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𝐴 = 0
れいかんすう

零関数は
ぜんくうかん

全空間で
かくりつみつど

確率密度
probability density

が
れい

零であり、
きかくか

規格化
normalization

できない。したがって、
ぶつりてき

物理的な
じょうたい

状態
state

としては
じょがい

除外する。

𝐴 ≠ 0

よって、
のこ

残る
じょうけん

条件は
つぎ

次である。

sin 𝑘𝐿 = 0
せいげん

正弦が
れい

零になる
じょうけん

条件から、
つぎ

次を
え

得る。

𝑘𝐿 = 𝑛𝜋

ここで、
りょうしかず

量子数は
つぎ

次である。

𝑛 = 1, 2, 3,…
りょうしかず

量子数が
れい

零の
ばあい

場合は、
つぎ

次により
れいかんすう

零関数になる。

𝑛 = 0 ⇒ 𝑘 = 0 ⇒ 𝜓(𝑥) = 0

したがって、
れい

零は
じょがい

除外する。これで、
れんぞくてき

連続的に
えら

選べそうだった
はすう

波数が
ひ

飛び
ひ

飛びの
あたい

値 に
せいげん

制限された。

6 エネルギーが
りょうしか

量子化される

はすう

波数は
つぎ

次である。

𝑘𝑛 = 𝑛𝜋
𝐿

, 𝑛 = 1, 2, 3,…
さき

先ほどの
ていぎ

定義へ
もど

戻す。

𝑘2 = 2𝑚𝐸
ℏ2

これをエネルギー
energy

について
と

解く。

𝐸 = ℏ2𝑘2

2𝑚
はすう

波数の
ゆる

許される
あたい

値 を
だいにゅう

代入すると、エネルギー
じゅんい

準位
energy level

を
え

得る。

𝐸𝑛 = 𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝐿2 , 𝐸𝑛 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

この
しき

式の
いみ

意味は
めいかく

明確である。
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
はすう

波数を
りさんか

離散化し、
はすう

波数がエネルギー
energy

を
き

決めるため、エネルギー
energy

も

りさんか

離散化される。
たんい

単位と
じげん

次元も
かくにん

確認する。

ℏ2 [J2 s2; 𝘔2𝘓4𝘛−2], 𝑚𝐿2 [kgm2; 𝘔𝘓2]

したがって、
ひ

比はエネルギー
energy

の
たんい

単位と
じげん

次元をもつ。

ℏ2

𝑚𝐿2 [J; 𝘔𝘓2𝘛−2]

7 
はどうかんすう

波動関数を
きかくか

規格化する

きょうかいじょうけん

境界条件 だけでは
けいすう

係数の
おお

大きさは
き

決まらない。
かくりつかいしゃく

確率解釈するには
きかくか

規格化
normalization

が
ひつよう

必要である。
ゆる

許される
かたち

形 は
つぎ

次である。
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𝜓𝑛(𝑥) = 𝐴 sin 𝑛𝜋𝑥
𝐿

きかくかじょうけん

規格化条件は
つぎ

次である。

∫
𝐿

0
| 𝜓𝑛(𝑥)|2 𝑑𝑥 = 1

けいすう

係数を
じっすう

実数の
せい

正の
あたい

値 として
えら

選ぶと、
つぎ

次を
けいさん

計算する。

∫
𝐿

0
𝐴2 sin2 𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥 = 𝐴2𝐿

2
= 1

ここで
つぎ

次を
え

得る。

𝐴 = √2
𝐿

したがって、
きかくか

規格化された
はどうかんすう

波動関数
wave function

は
つぎ

次である。

𝜓𝑛(𝑥) = √2
𝐿
sin 𝑛𝜋𝑥

𝐿
, 𝜓𝑛(𝑥) [m−1/2; 𝘓−1/2]

ここで
きかくか

規格化
normalization

が
へん

変えたのは、
なみ

波の
ぜんたい

全体の
ばいりつ

倍率である。
ほぞん

保存したのは、
ふし

節の
いち

位置や
なみ

波の
かたち

形 である。したがっ

て、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
かたち

形 を
えら

選び、
きかくか

規格化
normalization

が
かくりつ

確率としての
おお

大きさを
せい

整えた、と
わ

分けて
よ

読む。

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

8 
ぐたいれい

具体例: 
だいいちじょうたい

第一状態と
だいにじょうたい

第二状態を
ひかく

比較する

だいいちじょうたい

第一状態は
つぎ

次である。

𝜓1(𝑥) = √2
𝐿
sin 𝜋𝑥

𝐿
だいにじょうたい

第二状態は
つぎ

次である。

𝜓2(𝑥) = √2
𝐿
sin 2𝜋𝑥

𝐿
だいいちじょうたい

第一状態は
はこ

箱の
ないぶ

内部に
ふし

節を
も

持たない。
だいにじょうたい

第二状態は
ちゅうおう

中央に
ふし

節を
も

持つ。

𝜓2(
𝐿
2
) = 0

この
さ

差は
たん

単なる
かたち

形 の
い

違いではない。
りょうしかず

量子数が
ぞう

増えると
なみ

波が
さい

細かく
しんどう

振動し、
にかいびぶん

二階微分の
おお

大きさが
ぞう

増え

る。ハミルトニアン
Hamiltonian

の
うんどう

運動エネルギー
こう

項は
にかいびぶん

二階微分を
ふく

含むため、
しんどう

振動が
さい

細かい
じょうたい

状態ほどエネルギー
energy

が
たか

高く

なる。

エネルギー
ひ

比は
つぎ

次である。

𝐸2
𝐸1

= 22

12
= 4

この
れい

例では、
ふし

節の
かず

数、
はすう

波数、
にかいびぶん

二階微分、エネルギー
energy

が
たいおう

対応している。
かいほう

解法だけを
み

見るのではなく、「
しんどう

振動が

さい

細かいほど
うんどう

運動エネルギーが
おお

大きい」という
がいねん

概念の
たいおう

対応を
よ

読むことが
じゅうよう

重要である。
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9 
なに

何が
へん

変わり、
なに

何が
ほぞん

保存されるか

はこ

箱の
なが

長さを
へん

変えると、エネルギー
じゅんい

準位
energy level

の
かんかく

間隔が
へん

変わる。

𝐸𝑛 ∝ 1
𝐿2

したがって、
はこ

箱が
なが

長くなるほどエネルギー
energy

の
かんかく

間隔は
ちい

小さくなる。これは、
ひろ

広い
りょういき

領域では
なが

長い
はちょう

波長が
ゆる

許され、

はすう

波数が
ちい

小さくなるためである。
りょうしかず

量子数を
へん

変えると、
ふし

節の
かず

数、
はすう

波数、エネルギー
energy

が
へん

変わる。
いっぽう

一方で、
どう

同じ
はこ

箱を
かんが

考 える
げん

限り、
はじ

端で
しょう

消 えるとい

う
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

と、
ぜんかくりつ

全確率が
いち

一であるという
きかくか

規格化
normalization

は
ほぞん

保存される。
ぜんたいいそう

全体位相を
か

掛けても、
かくりつみつど

確率密度
probability density

は
ほぞん

保存される。

𝜓𝑛(𝑥) ⟼ 𝑒𝑖𝜃𝜓𝑛(𝑥) ⇒ | 𝜓𝑛(𝑥)|2 は変わらない

10 
みわけ

見分け
ほう

方

りゅうしばこ

粒子箱モデル
particle in a box model

を
と

解く
もんだい

問題では、
つぎ

次の
じゅん

順 に
よ

読む。

1.
はこ

箱の
うちがわ

内側でハミルトニアン
Hamiltonian

を
りつ

立てる。

2.
びぶんほうていしき

微分方程式から
こうほ

候補の
なみ

波を
え

得る。

3.
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

で
けいすう

係数と
はすう

波数を
せいげん

制限する。

4.
れいかんすう

零関数を
じょがい

除外し、
りょうしかず

量子数の
はんい

範囲を
き

決める。

5.
はすう

波数からエネルギー
こゆうち

固有値
energy eigenvalue

を
え

得る。

6.
さいご

最後に
きかくか

規格化
normalization

で
かくりつかいしゃく

確率解釈できる
かたち

形 にする。

この
じゅんじょ

順序を
ほう

崩すと、
けいすう

係数の
けってい

決定とエネルギー
energy

の
けってい

決定を
こんどう

混同しやすい。
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

は
はすう

波数を
えら

選び、
きかくか

規格化
normalization

は

ぜんたいけいすう

全体係数を
えら

選ぶ、と
わ

分けて
よ

読む。

11 
げんかい

限界

この
もけい

模型では、
はこ

箱の
そと

外で
りゅうし

粒子が
ぜったい

絶対に
そんざい

存在できないと
かてい

仮定した。
じっさい

実際の
ぶんし

分子では、
でんしみつど

電子密度は
きゅう

急 に
かんぜん

完全な

れい

零になるとは
げん

限らない。また、
たでんしそうごさよう

多電子相互作用、
げんしかく

原子核の
うんどう

運動、
さんじげんこうぞう

三次元構造も
むし

無視している。

そ れ で も こ の
もけい

模型が
じゅうよう

重要な の は 、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
こゆうちもんだい

固有値問題
eigenvalue problem

の
ゆる

許さ れ る
かい

解を
せいげん

制限し 、 そ の
けっか

結果と して

エネルギー
energy

が
りさんか

離散化することを、
さいしょう

最小の
けいさん

計算で
しめ

示すからである。

12 
ひとこと

一言でいうと

りゅうしばこ

粒子箱モデル
particle in a box model

では、Schrodinger
ほうていしき

方程式
Schrodinger equation

が
こうほ

候補の
なみ

波を
よ

与え、
きょうかいじょうけん

境界条件
boundary condition

が
はすう

波数を
えら

選び、ハミルトニアン
Hamiltonian

の

こゆうち

固有値
eigenvalue

としてエネルギー
energy

が
りょうしか

量子化される。
きかくか

規格化
normalization

は、その
ゆる

許された
なみ

波を
かくりつかいしゃく

確率解釈できる
おお

大きさに
せい

整える

そうさ

操作である。
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13 
えんしゅう

演習リンク

→ 問題演習 量子化学基本演習 exercise chemistry theoretical

https://study.bem130.com/exercise/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学基本演習-問題演習/

→ 問題演習 量子化学標準演習 exercise chemistry theoretical

https://study.bem130.com/exercise/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学標準演習-問題演習/

14 
かんれん

関連リンク

→ 講義 量子化学ポータル lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/量子化学ポータル-講義/

→ 講義 波動関数と確率解釈 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/波動関数と確率解釈-講義/

→ 講義 シュレーディンガー方程式の基本 lecture chemistry theoretical

https://study.bem130.com/lecture/chemistry/theoretical/quantum-chemistry/シュレーディンガー方程式の基本-講義/

→ 講義 三角関数 lecture math trigonometry

https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/三角関数-講義/

→ 講義 二階線型定数係数微分方程式の基本 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/二階線型定数係数微分方程式の基本-講義/
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