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たい

field

の基本
きほん
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16.1 体
たい

field

の定義
ていぎ
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 ⁠70

16.2 基本
きほん

例
れい
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 ⁠70

16.3 体
たい

field

上
うえ

で線型代数
せんけいだいすう

linear algebra

が動
うご

く理由
りゆう
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 ⁠71

16.4 体
たい

field

と 整域
せいいき

integral domain
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16.5 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか 
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16.6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：体
たい

field

は 整域
せいいき

integral domain

である 
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16.7 演習
えんしゅう

リンク 
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16.8 まとめ 
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17 有限体
ゆうげんたい

finite field

の入口
いりぐち
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 ⁠73

17.1 何故
なぜ

素数
そすう

が必要
ひつよう

か 
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 ⁠73

17.2 具体例
ぐたいれい

：F_5 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠73

17.3 素数冪
そすうべき

の有限体
ゆうげんたい
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 ⁠74

17.4 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠74

17.5 証明
しょうめい

補足
ほそく

：有限整域
ゆうげんせいいき

は体
たい

である 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠75

17.6 演習
えんしゅう

リンク 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠75

17.7 まとめ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠75

17.8 例
れい

：4 個
こ

の元
げん

を持
も

つ有限体
ゆうげんたい

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠76

18 準同型
じゅんどうけい

homomorphism

の基本
きほん

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠77

18.1 群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠77

18.2 環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠77

18.3 核
かく

kernel

と像
ぞう

image

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠78

18.4 何
なに

を変
か

え、何
なに

を保存
ほぞん

するか 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠78

18.5 演習
えんしゅう

リンク 
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18.6 まとめ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠79

18.7 例
れい

：評価写像
ひょうかしゃぞう

evaluation map

は環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠79

18.8 証明
しょうめい

補足
ほそく

：環準同型
かんじゅんどうけい

の核
かく

はイデアルである 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠79

19 準同型定理
じゅんどうけいていり

homomorphism theorem

の見取
みと

り図
ず

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠81

19.1 第一準同型定理
だいいちじゅんどうけいていり

の 形
かたち

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠81

19.2 何故
なぜ

そうなるか 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠81

19.3 線型代数
せんけいだいすう

との対応
たいおう

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠82

19.4 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠82

19.5 証明
しょうめい

補足
ほそく

：第一同型定理
だいいちどうけいていり

の証明
しょうめい

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠83

19.6 演習
えんしゅう

リンク 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 ⁠83

19.7 まとめ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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抽象代数
ちゅうしょうだいすう

abstract algebra

ポータル

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

abstract algebra

は、数
かず

そのものではなく、数
かず

や変換
へんかん

や対称性
たいしょうせい

が持
も

つ演算
えんざん

operation

の 形
かたち

を調
しら

べる分野
ぶんや

である。最初
さいしょ

に大切
たいせつ

なのは、群
ぐん

group

、環
かん

ring

、体
たい

field

を名前
なまえ

だけで覚
おぼ

えないことである。これらは全
すべ

て、「どの演算
えんざん

を許
ゆる

し、その演算
えんざん

で何
なに

が

保存
ほぞん

され、何
なに

が 失
うしな

われるか」を整理
せいり

するための言語
げんご

である。

抽象化
ちゅうしょうか

の目的
もくてき

は、具体例
ぐたいれい

を捨
す

てることではない。具体例
ぐたいれい

に共通
きょうつう

する構造
こうぞう

を取
と

り出
だ

し、同
おな

じ議論
ぎろん

を別
べつ

の対象
たいしょう

にも移
うつ

せるようにすることである。

1 先
さき

に必要
ひつよう

な見方
みかた

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

は、離散
りさん

数学
すうがく

の上
うえ

に立
た

っている。特
とく

に次
つぎ

の内
うち

容
よう

を前提
ぜんてい

にする。

→
講義

命題・述語と量化
lecture math discrete-math

https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/命題・述語と量化-講義/

→
講義

同値関係と分割
lecture math discrete-math

https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/同値関係と分割-講義/

→
講義

商集合と自然な射影
lecture math discrete-math

https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/商集合と自然な射影-講義/

→
講義

写像の基本
lecture math discrete-math

https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/写像の基本-講義/

2 読
よ

む順番
じゅんばん

最初
さいしょ

に、演算
えんざん

と構造
こうぞう

を見
み

る。
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https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/%E5%91%BD%E9%A1%8C%E3%83%BB%E8%BF%B0%E8%AA%9E%E3%81%A8%E9%87%8F%E5%8C%96-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/%E5%90%8C%E5%80%A4%E9%96%A2%E4%BF%82%E3%81%A8%E5%88%86%E5%89%B2-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/%E5%95%86%E9%9B%86%E5%90%88%E3%81%A8%E8%87%AA%E7%84%B6%E3%81%AA%E5%B0%84%E5%BD%B1-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/
https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/%E5%86%99%E5%83%8F%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


→
講義

代数的構造とは何か
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/代数的構造とは何か-講義/

→
講義

二項演算と閉包性
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/二項演算と閉包性-講義/

次
つぎ

に、同
おな

じものとみなす操作
そうさ

を学
まな

ぶ。これは商群
しょうぐん

や商環
しょうかん

の前提
ぜんてい

である。

→
講義

同値関係と剰余類の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/同値関係と剰余類の基本-講義/

→
講義

合同式と mod 演算の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義/

そのあと、群
ぐん

を学
まな

ぶ。

→
講義

半群・モノイド・群への入口
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/半群・モノイド・群への入口-講義/

→
講義

群の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群の基本-講義/

→
講義

部分群と生成
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/部分群と生成-講義/

→
講義

剰余類とラグランジュの定理
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/剰余類とラグランジュの定理-講義/

→
講義

正規部分群と商群
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/正規部分群と商群-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E4%BB%A3%E6%95%B0%E7%9A%84%E6%A7%8B%E9%80%A0%E3%81%A8%E3%81%AF%E4%BD%95%E3%81%8B-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E4%BA%8C%E9%A0%85%E6%BC%94%E7%AE%97%E3%81%A8%E9%96%89%E5%8C%85%E6%80%A7-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E5%90%8C%E5%80%A4%E9%96%A2%E4%BF%82%E3%81%A8%E5%89%B0%E4%BD%99%E9%A1%9E%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E5%90%88%E5%90%8C%E5%BC%8F%E3%81%A8mod%E6%BC%94%E7%AE%97%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E5%8D%8A%E7%BE%A4%E3%83%BB%E3%83%A2%E3%83%8E%E3%82%A4%E3%83%89%E3%83%BB%E7%BE%A4%E3%81%B8%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E7%BE%A4%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E9%83%A8%E5%88%86%E7%BE%A4%E3%81%A8%E7%94%9F%E6%88%90-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E5%89%B0%E4%BD%99%E9%A1%9E%E3%81%A8%E3%83%A9%E3%82%B0%E3%83%A9%E3%83%B3%E3%82%B8%E3%83%A5%E3%81%AE%E5%AE%9A%E7%90%86-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/%E6%AD%A3%E8%A6%8F%E9%83%A8%E5%88%86%E7%BE%A4%E3%81%A8%E5%95%86%E7%BE%A4-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


→
講義

群準同型と同型
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群準同型と同型-講義/

→
講義

群作用と対称性
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群作用と対称性-講義/

最後
さいご

に、二
ふた

つの演算
えんざん

を持
も

つ構造
こうぞう

である環
かん

と体
たい

へ進
すす

む。

→
講義

環の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/環の基本-講義/

→
講義

イデアルと商環
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/イデアルと商環-講義/

→
講義

整域・零因子・多項式環
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/整域・零因子・多項式環-講義/

→
講義

体の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/体の基本-講義/

→
講義

有限体の入口
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/有限体の入口-講義/

→
講義

準同型の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/準同型の基本-講義/

→
講義

準同型定理の見取り図
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/準同型定理の見取り図-講義/
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3 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

見方
みかた

変
か

えるもの 保存
ほぞん

したいもの

同値関係
どうちかんけい

個々
ここ

の代表元
だいひょうげん

同
おな

じ類
るい

に属
ぞく

するという分類
ぶんるい

商構造
しょうこうぞう

元
げん

を類
るい

へまとめる 演算
えんざん

が代表元
だいひょうげん

によらないこと

準同型
じゅんどうけい

対象
たいしょう

の表示
ひょうじ

演算
えんざん

の構造
こうぞう

同型
どうけい

元
げん

の名前
なまえ

全
すべ

ての代数
だいすう

的
てき

関係
かんけい

群作用
ぐんさよう

群
ぐん

を変換
へんかん

として見
み

る 対称性
たいしょうせい

の構造
こうぞう

この 表
ひょう

は、抽象代数
ちゅうしょうだいすう

全体
ぜんたい

の読
よ

み方
かた

である。定義
ていぎ

を見
み

たら、必
かなら

ず「何
なに

を変
か

え、何
なに

を変
か

えないための定義
ていぎ

か」

を確認
かくにん

する。

4 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

代数的構造と二項演算
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/代数的構造と二項演算-基本演習/

→
基本演習

同値関係と合同式
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/同値関係と合同式-基本演習/

→
基本演習

群と部分群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/群と部分群-基本演習/

→
基本演習

剰余類・正規部分群・商群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/剰余類・正規部分群・商群-基本演習/
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→
基本演習

準同型と同型
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/準同型と同型-基本演習/

→
基本演習

環・イデアル・商環
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/環・イデアル・商環-基本演習/

→
基本演習

整域・体・有限体
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/整域・体・有限体-基本演習/

5 まとめ

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

は、演算
えんざん

を持
も

つ対象
たいしょう

を比較
ひかく

するための言語
げんご

である。群
ぐん

は一
ひと

つの演算
えんざん

、環
かん

は足
た

し算
ざん

と掛
か

け算
ざん

、体
たい

は

さらに割
わ

り算
ざん

ができる環
かん

を 扱
あつか

う。準同型
じゅんどうけい

と商構造
しょうこうぞう

を通
とお

して、具体的
ぐたいてき

な計算
けいさん

と 抽象的
ちゅうしょうてき

な構造
こうぞう

がつながる。
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data/lecture/math/abstract-algebra/代数的構造とは何か-講義.n.md md e34dbcb

代数的構造
だいすうてきこうぞう

algebraic structure

とは何
なに

か

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

で最初
さいしょ

に固定
こてい

したい見方
みかた

は、対象
たいしょう

を「集合
しゅうごう

set

と演算
えんざん

operation

の組
くみ

」として見
み

ることである。数
かず

の集合
しゅうごう

set

だけ

を見
み

ても、まだ代数
だいすう

は始
はじ

まらない。その集合
しゅうごう

set

の中
なか

で、どの演算
えんざん

operation

を 行
おこな

い、その演算
えんざん

operation

がどの法則
ほうそく

を満
み

たすかを

指定
してい

して初
はじ

めて、代数的構造
だいすうてきこうぞう

algebraic structure

になる。

たとえば整数全体
せいすうぜんたい

 ℤ は、足
た

し算
ざん

と一緒
いっしょ

に見
み

ると群
ぐん

group

になる。しかし掛
か

け算
ざん

と一緒
いっしょ

に見
み

ると、0 以
い

外
そと

の 元
げん

element

全
すべ

て

に 逆元
ぎゃくげん

inverse element

があるわけではないので群
ぐん

group

にはならない。同
おな

じ集合
しゅうごう

set

でも、演算
えんざん

operation

を変
か

えると構造
こうぞう

が変
か

わる。

ここでの群
ぐん

group

と 逆元
ぎゃくげん

inverse element

は、あとで正式
せいしき

に定義
ていぎ

する用語
ようご

である。この段階
だんかい

では、「集合
しゅうごう

だけでなく演算
えんざん

も指定
してい

しないと構造
こうぞう

は決
き

まらない」という点
てん

だけを使
つか

う。

1 定義
ていぎ

の 形
かたち

代数的構造
だいすうてきこうぞう

algebraic structure

は、典型的
てんけいてき

には

(𝑆, ∗)

または

(𝑆, +, ·)

の 形
かたち

で書
か

く。ここで 𝑆 は集合
しゅうごう

set

であり、∗、+、· は演算
えんざん

operation

である。

この表記
ひょうき

は、「 元
げん

element

が何
なに

か」と「 元
げん

element

どうしをどう操作
そうさ

するか」を分
わ

けている。集合
しゅうごう

set

だけでは要素
ようそ

の一覧
いちらん

であ

り、演算
えんざん

operation

だけではどこで計算
けいさん

するかが分
わ

からない。両方
りょうほう

を指定
してい

して初
はじ

めて、計算
けいさん

の世界
せかい

が定
さだ

まる。

2 何故
なぜ

公理
こうり

で定義
ていぎ

するのか

公理
こうり

は、具体例
ぐたいれい

の細部
さいぶ

を忘
わす

れ、議論
ぎろん

に必要
ひつよう

な性質
せいしつ

だけを残
のこ

すための条件
じょうけん

である。
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整数
せいすう

の足
た

し算
ざん

、平面
へいめん

の回転
かいてん

、正方形
せいほうけい

の対称性
たいしょうせい

は見
み

た目
め

がまったく違
ちが

う。しかし、どれも「合成
ごうせい

できる」「何
なに

もしない操作
そうさ

がある」「 元
げん

element

へ戻
もど

す操作
そうさ

がある」という共通点
きょうつうてん

を持
も

つ。この共通点
きょうつうてん

だけを取
と

り出
だ

すと、群
ぐん

group

の

公理
こうり

になる。

→
講義

群の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群の基本-講義/

3 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか

抽象化
ちゅうしょうか

では、具体的
ぐたいてき

な表示
ひょうじ

は変
か

わる。整数
せいすう

、行列
ぎょうれつ

、置換
ちかん

、剰余類
じょうよるい

は見
み

た目
め

が異
こと

なる。一方
いっぽう

で、演算
えんざん

operation

の満
み

た

す法則
ほうそく

は保存
ほぞん

して見
み

る。

たとえば、同型
どうけい

な二
ふた

つの群
ぐん

group

は、 元
げん

element

の名前
なまえ

は違
ちが

っても、演算表
えんざんひょう

の構造
こうぞう

は同
おな

じである。つまり、どの 元
げん

element

を組
く

み合
あ

わせるとどの 元
げん

element

になるかという情報
じょうほう

が保存
ほぞん

される。同型
どうけい

は後
あと

で準同型
じゅんどうけい

と一緒
いっしょ

に定義
ていぎ

するので、ここで

は「名前
なまえ

が変
か

わっても演算
えんざん

の対応
たいおう

が残
のこ

る」という見通
みとお

しとして読
よ

めばよい。

→
講義

群準同型と同型
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群準同型と同型-講義/

4 具体例
ぐたいれい

：同
おな

じ集合
しゅうごう

set

でも構造
こうぞう

は変
か

わる

集合
しゅうごう

set

 ℤ を 考
かんが

える。

(ℤ, +)

は群
ぐん

group

である。0 が単位元
たんいげん

identity element

であり、整数
せいすう

 𝑎 の 逆元
ぎゃくげん

inverse element

は −𝑎 である。

しかし

(ℤ, ·)

は群
ぐん

group

ではない。たとえば 2 の 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

は整数
せいすう

の中
なか

に存在
そんざい

しない。もし 2𝑏 = 1 となる整数
せいすう

 𝑏 があれば、左辺
さへん

は偶数
ぐうすう

なので 1 にはならない。
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ここで大切
たいせつ

なのは、集合
しゅうごう

set

だけを見
み

て「群
ぐん

group

かどうか」を言
い

えない点
てん

である。必
かなら

ず演算
えんざん

operation

と組
くみ

にして判断
はんだん

する。

5 他分野
たぶんや

との接続
せつぞく

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

は線型代数
せんけいだいすう

にも 現
あらわ

れる。たとえば可逆行列
かぎゃくぎょうれつ

全体
ぜんたい

は、行列積
ぎょうれつせき

によって群
ぐん

group

をなす。

→
講義

逆行列の基本
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/逆行列の基本-講義/

この節
せつ

は接続
せつぞく

の見通
みとお

しであり、行列
ぎょうれつ

の知識
ちしき

を以後
いご

の定義
ていぎ

や証明
しょうめい

の前提
ぜんてい

にはしない。

整数
せいすう

論
ろん

では、剰余類
じょうよるい

の足
た

し算
ざん

や掛
か

け算
ざん

が 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

の基本
きほん

例
れい

になる。

→
講義

整数論ポータル
lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/整数論ポータル-講義/

6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

代数的構造と二項演算
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/代数的構造と二項演算-基本演習/

7 まとめ

代数的構造
だいすうてきこうぞう

algebraic structure

とは、集合
しゅうごう

set

と演算
えんざん

operation

を組
くみ

にして、公理
こうり

で必要
ひつよう

な性質
せいしつ

を指定
してい

したものである。同
おな

じ集合
しゅうごう

set

でも演算
えんざん

operation

が

変
か

われば構造
こうぞう

は変
か

わる。 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

では、見
み

た目
め

ではなく、演算
えんざん

operation

で保存
ほぞん

される構造
こうぞう

を見
み

る。
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data/lecture/math/abstract-algebra/二項演算と閉包性-講義.n.md md f0b87eb

二項演算
にこうえんざん

binary operation

と閉包性
へいほうせい

closure

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

で最初
さいしょ

に確認
かくにん

すべき操作
そうさ

は、二
ふた

つの元
げん

から一
ひと

つの元
げん

を作
つく

る操作
そうさ

である。これを二項演算
にこうえんざん

binary operation

という。

集合
しゅうごう

 𝑆 上
うえ

の二項演算
にこうえんざん

とは、写像
しゃぞう

∗ : 𝑆 × 𝑆 → 𝑆

のことである。つまり、任意
にんい

の 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 に対
たい

して、結果
けっか

 𝑎 ∗ 𝑏 が 再
ふたた

び 𝑆 の元
げん

になる。

ここでいう写像
しゃぞう

は、入力
にゅうりょく

に対
たい

して 出力
しゅつりょく

を一
ひと

つ定
さだ

める規則
きそく

である。𝑆 × 𝑆 は 𝑆 の元
げん

を二
ふた

つ並
なら

べた組
くみ

の集合
しゅうごう

を 表
あらわ

す。

この「結果
けっか

が同
おな

じ集合
しゅうごう

の中
なか

に戻
もど

る」という条件
じょうけん

が閉包性
へいほうせい

である。

1 何故
なぜ

閉包性
へいほうせい

が必要
ひつよう

か

閉包性
へいほうせい

がないと、演算
えんざん

を繰
く

り返
かえ

せない。

たとえば自然数全体
しぜんすうぜんたい

 ℕ で引
ひ

き算
ざん

を 考
かんが

えると、

2 − 5 = −3

は自然数
しぜんすう

ではない。したがって引
ひ

き算
ざん

は ℕ 上
うえ

の二項演算
にこうえんざん

ではない。

一方
いっぽう

、整数全体
せいすうぜんたい

 ℤ で引
ひ

き算
ざん

を 考
かんが

えると、任意
にんい

の整数
せいすう

 𝑎, 𝑏 に対
たい

して 𝑎 − 𝑏 は整数
せいすう

である。したがって引
ひ

き算
ざん

は ℤ 上
うえ

の二項演算
にこうえんざん

である。

2 結合法則
けつごうほうそく

と可換性
かかんせい

結合法則
けつごうほうそく

associative law

は、三
みっ

つ以
い

上
うえ

の元
げん

を演算
えんざん

するときに括弧
かっこ

の位置
いち

が結果
けっか

に影響
えいきょう

しないことを 表
あらわ

す。

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐)
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結合法則
けつごうほうそく

があると、𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 と書
か

いても意味
いみ

が曖昧
あいまい

にならない。

可換性
かかんせい

commutativity

は、順序
じゅんじょ

を入
い

れ替
か

えても結果
けっか

が変
か

わらないことを 表
あらわ

す。

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎

可換性
かかんせい

は常
つね

に仮定
かてい

されるわけではない。行列積
ぎょうれつせき

や置換
ちかん

の合成
ごうせい

は一般
いっぱん

に可換
かかん

でない。

→
講義

行列の積の意味
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列の積の意味-講義/

行列
ぎょうれつ

と置換
ちかん

は非可換
ひかかん

な演算
えんざん

の例
れい

として挙
あ

げているだけで、このページの判定
はんてい

には使
つか

わない。

3 単位元
たんいげん

と逆元
ぎゃくげん

単位元
たんいげん

identity element

とは、演算
えんざん

しても相手
あいて

を変
か

えない元
げん

である。

𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎

逆元
ぎゃくげん

inverse element

とは、演算
えんざん

によって単位元
たんいげん

へ戻
もど

す元
げん

である。

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒

単位元
たんいげん

と逆元
ぎゃくげん

は、方程式
ほうていしき

を解
と

くために重要
じゅうよう

である。もし 𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑏 を解
と

きたいなら、左
ひだり

から 𝑎−1 を作用
さよう

さ

せて 𝑥 = 𝑎−1 ∗ 𝑏 としたくなる。この操作
そうさ

ができるためには、逆元
ぎゃくげん

が必要
ひつよう

である。

4 具体例
ぐたいれい

：演算表
えんざんひょう

で見
み

る

集合
しゅうごう

 𝑆 = {0, 1, 2} に、3 で割
わ

った余
あま

りの足
た

し算
ざん

を入
い

れる。

𝑎 ∗ 𝑏 ≡ 𝑎 + 𝑏 (mod 3)

このとき演算表
えんざんひょう

は次
つぎ

のようになる。

∗ 0 1 2

0 0 1 2
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1 1 2 0

2 2 0 1

全
すべ

ての結果
けっか

が 𝑆 に入
はい

っているので閉包性
へいほうせい

がある。0 は単位元
たんいげん

であり、1 の逆元
ぎゃくげん

は 2、2 の逆元
ぎゃくげん

は 1 である。

5 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

代数的構造と二項演算
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/代数的構造と二項演算-基本演習/

6 まとめ

二項演算
にこうえんざん

は、集合
しゅうごう

の二
ふた

つの元
げん

から同
おな

じ集合
しゅうごう

の元
げん

を作
つく

る写像
しゃぞう

である。閉包性
へいほうせい

、結合法則
けつごうほうそく

、可換性
かかんせい

、単位元
たんいげん

、

逆元
ぎゃくげん

は、群
ぐん

・環
かん

・体
たい

を定義
ていぎ

するための基本
きほん

語彙
ごい

である。

7 判定
はんてい

補足
ほそく

：演算
えんざん

の性質
せいしつ

は別々
べつべつ

に確認
かくにん

する

集合
しゅうごう

 𝑆 と規則
きそく

 ∗ が与
あた

えられたとき、まず 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝑆 を確認
かくにん

して、∗ : 𝑆 × 𝑆 → 𝑆 が二項演算
にこうえんざん

binary operation

とし

て定
さだ

まっているかを見
み

る。これは閉包性
へいほうせい

closure

だけの確認
かくにん

であり、結合法則
けつごうほうそく

、可換性
かかんせい

、単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

はまだ保証
ほしょう

しない。

たとえば ℤ 上
じょう

の引
ひ

き算
ざん

subtraction

 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 − 𝑏 は閉包性
へいほうせい

closure

を持
も

つが、

(5 − 3) − 1 = 1, 5 − (3 − 1) = 3

なので結合法則
けつごうほうそく

を満
み

たさない。したがって、閉包性
へいほうせい

closure

があることと群
ぐん

に近
ちか

い性質
せいしつ

を持
も

つことは別問題
べつもんだい

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/同値関係と剰余類の基本-講義.n.md md 4eb6de5

同値関係
どうちかんけい

equivalence relation

と剰余類
じょうよるい

residue class

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

で商構造
しょうこうぞう

を作
つく

る前
まえ

に、「どの元
げん

を同
おな

じものとして 扱
あつか

うか」を決
き

める必要
ひつよう

がある。そのための道具
どうぐ

が同値関係
どうちかんけい

である。

同値関係
どうちかんけい

は、対象
たいしょう

を分類
ぶんるい

する規則
きそく

である。分類
ぶんるい

された一
ひと

つ一
ひと

つの箱
はこ

が 同値類
どうちるい

equivalence class

であり、同値類
どうちるい

全体
ぜんたい

の集合
しゅうごう

が

商集合
しょうしゅうごう

quotient set

である。

→
講義

同値関係と分割
lecture math discrete-math

https://study.bem130.com/lecture/math/discrete-math/同値関係と分割-講義/

1 同値関係
どうちかんけい

の三
みっ

つの条件
じょうけん

集合
しゅうごう

 𝑋 上
うえ

の関係
かんけい

 ∼ が同値関係
どうちかんけい

であるとは、次
つぎ

を満
み

たすことである。

𝑥 ∼ 𝑥
𝑥 ∼ 𝑦 ⇒ 𝑦 ∼ 𝑥

𝑥 ∼ 𝑦 and 𝑦 ∼ 𝑧 ⇒ 𝑥 ∼ 𝑧

それぞれ、反射性
はんしゃせい

、対称性
たいしょうせい

、推移性
すいいせい

である。

2 同値類
どうちるい

元
げん

 𝑎 ∈ 𝑋 の同値類
どうちるい

を

[𝑎] = {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ 𝑥 ∼ 𝑎}

で定義
ていぎ

する。同値類
どうちるい

は、代表元
だいひょうげん

 𝑎 そのものではなく、𝑎 と同
おな

じものとみなされる元
げん

全体
ぜんたい

の集合
しゅうごう

である。

代表元
だいひょうげん

は名前
なまえ

であり、同値類
どうちるい

が本
ほん

体
たい

である。したがって、𝑎 ∼ 𝑏 なら

[𝑎] = [𝑏]
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である。

同値類
どうちるい

を全部
ぜんぶ

集
あつ

めた集合
しゅうごう

を 商集合
しょうしゅうごう

quotient set

という。つまり、商集合
しょうしゅうごう

では元
げん

そのものではなく、同値類
どうちるい

を 新
あたら

しい元
げん

として 扱
あつか

う。

3 剰余類
じょうよるい

整数
せいすう

で、𝑛 を固定
こてい

する。整数
せいすう

 𝑎, 𝑏 に対
たい

して

𝑎 ∼ 𝑏 ⟺ 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)

と定
さだ

める。これは同値関係
どうちかんけい

である。このとき 𝑎 の同値類
どうちるい

[𝑎]𝑛 = {𝑎 + 𝑘𝑛 ∣ 𝑘 ∈ ℤ}

を剰余類
じょうよるい

residue class

という。

たとえば 𝑛 = 5 のとき、

[2]5 = {…, −8, −3, 2, 7, 12, …}

である。これらは全
すべ

て 5 で割
わ

った余
あま

りが 2 である。

4 well-defined
well-defined

 の問題
もんだい

商集合
しょうしゅうごう

の上
うえ

で演算
えんざん

を定義
ていぎ

するとき、代表元
だいひょうげん

の選
えら

び方
かた

に依存
いぞん

してはいけない。この性質
せいしつ

を well-defined
well-defined

 とい

う。

たとえば剰余類
じょうよるい

で

[𝑎] + [𝑏] = [𝑎 + 𝑏]

と定義
ていぎ

したいなら、𝑎 を同
おな

じ類
るい

の別
べつ

の代表元
だいひょうげん

 𝑎′ に変
か

え、𝑏 を同
おな

じ類
るい

の別
べつ

の代表元
だいひょうげん

 𝑏′ に変
か

えても、結果
けっか

の類
るい

が同
おな

じであることを確認
かくにん

する必要
ひつよう

がある。

この確認
かくにん

を省
はぶ

くと、 商集合
しょうしゅうごう

の上
うえ

の演算
えんざん

が実
じつ

は定
さだ

まっていない可能性
かのうせい

がある。
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5 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

同値関係と合同式
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/同値関係と合同式-基本演習/

6 まとめ

同値関係
どうちかんけい

は、元
げん

を分類
ぶんるい

する規則
きそく

である。剰余類
じょうよるい

は整数
せいすう

を余
あま

りで分類
ぶんるい

した同値類
どうちるい

であり、合同式
ごうどうしき

と商環
しょうかん

の基礎
きそ

になる。 商集合
しょうしゅうごう

で演算
えんざん

するには、代表元
だいひょうげん

によらず結果
けっか

が定
さだ

まることを 必
かなら

ず確認
かくにん

する。

7 証明
しょうめい

補足
ほそく

：合同
ごうどう

関係
かんけい

が同値関係
どうちかんけい

である理由
りゆう

整数
せいすう

 𝑎, 𝑏 に対
たい

して

𝑎 ∼ 𝑏 ⟺ 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)

と定
さだ

める。ただし 𝑛 は正
せい

の整数
せいすう

とする。この関係
かんけい

が同値関係
どうちかんけい

equivalence relation

であることを確認
かくにん

する。

反射性
はんしゃせい

は、𝑎 − 𝑎 = 0 が 𝑛 で割
わ

り切
き

れることから 従
したが

う。対称性
たいしょうせい

は、𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏) なら 𝑏 − 𝑎 = −(𝑎 − 𝑏) も 𝑛 で

割
わ

り切
き

れることから 従
したが

う。推移性
すいいせい

は、𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏) かつ 𝑛 ∣ (𝑏 − 𝑐) なら

𝑎 − 𝑐 = (𝑎 − 𝑏) + (𝑏 − 𝑐)

も 𝑛 で割
わ

り切
き

れることから 従
したが

う。

したがって、合同
ごうどう

であることは整数
せいすう

を剰余類
じょうよるい

へ分類
ぶんるい

する正当
せいとう

な同値関係
どうちかんけい

である。

8 注意
ちゅうい

：well-defined でない定義
ていぎ

の例
れい

ℤ/2ℤ で、剰余類
じょうよるい

 [𝑎] から整数
せいすう

 𝑎 そのものを返
かえ

す写像
しゃぞう

を作
つく

ろうとすると失敗
しっぱい

する。なぜなら [0] = [2] だが、

代表元
だいひょうげん

を 0 と選
えら

ぶと 値
あたい

は 0、2 と選
えら

ぶと 値
あたい

は 2 になるからである。
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商集合
しょうしゅうごう

の元
げん

は代表元
だいひょうげん

ではなく類
るい

である。類
るい

に対
たい

して何
なに

かを定義
ていぎ

するときは、代表元
だいひょうげん

を変
か

えても同
おな

じ 値
あたい

に

なることを 必
かなら

ず確認
かくにん

する。
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data/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義.n.md md 71da08a

合同式
ごうどうしき

congruence

と mod 演算
えんざん

operation

合同式
ごうどうしき

を「余
あま

りが同
おな

じ」という計算
けいさん

規則
きそく

だけで見
み

ると、何故
なぜ

足
た

し算
ざん

や掛
か

け算
ざん

が正当化
せいとうか

されるのかが見
み

えに

くい。 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

では、合同式
ごうどうしき

を剰余類
じょうよるい

の等号
とうごう

として見
み

る。

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛)

とは、

𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)

という意味
いみ

であり、同時
どうじ

に 𝑎 と 𝑏 が同
おな

じ剰余類
じょうよるい

に属
ぞく

するという意味
いみ

でもある。

→
講義

同値関係と剰余類の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/同値関係と剰余類の基本-講義/

1 剰余類
じょうよるい

全体
ぜんたい

𝑛 ≥ 2 とする。整数全体
せいすうぜんたい

を 𝑛 で割
わ

った余
あま

りによって分類
ぶんるい

すると、 商集合
しょうしゅうごう

ℤ/𝑛ℤ = {[0], [1], …, [𝑛 − 1]}

が得
え

られる。この集合
しゅうごう

の元
げん

は整数
せいすう

ではなく、整数
せいすう

の同値類
どうちるい

である。

ここでの 商集合
しょうしゅうごう

とは、同
おな

じ余
あま

りを持
も

つ整数
せいすう

を一
ひと

つの類
るい

にまとめ、その類
るい

を元
げん

として 扱
あつか

う集合
しゅうごう

である。

2 足
た

し算
ざん

と掛
か

け算
ざん

剰余類
じょうよるい

の加法
かほう

と乗法
じょうほう

を

[𝑎] + [𝑏] = [𝑎 + 𝑏]

[𝑎][𝑏] = [𝑎𝑏]

で定義
ていぎ

する。
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ここで重要
じゅうよう

なのは、右辺
うへん

が代表元
だいひょうげん

の選
えら

び方
かた

によらないことである。もし 𝑎 ≡ 𝑎′ (mod 𝑛)、𝑏 ≡ 𝑏′ (mod 𝑛) 

なら、

(𝑎 + 𝑏) − (𝑎′ + 𝑏′) = (𝑎 − 𝑎′) + (𝑏 − 𝑏′)

は 𝑛 の倍数
ばいすう

である。また、

𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′ = 𝑎(𝑏 − 𝑏′) + 𝑏′(𝑎 − 𝑎′)

も 𝑛 の倍数
ばいすう

である。したがって和
わ

と積
せき

は well-defined
well-defined

 である。

3 逆元
ぎゃくげん

がある条件
じょうけん

剰余類
じょうよるい

 [𝑎] が 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

を持
も

つとは、ある [𝑥] が存在
そんざい

して

[𝑎][𝑥] = [1]

となることである。これは

𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑛)

と同
おな

じである。

この合同式
ごうどうしき

が解
かい

を持
も

つための条件
じょうけん

は

gcd(𝑎, 𝑛) = 1

である。これは一
ひと

次
つぎ

不定
ふてい

方程式
ほうていしき

𝑎𝑥 + 𝑛𝑦 = 1

が整数
せいすう

解
かい

を持
も

つ条件
じょうけん

と同
おな

じである。

→
講義

ユークリッドの互除法と一次不定方程式
lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/ユークリッドの互除法と一次不定方程式-講義/

ここでは文字
もじ

で割
わ

り算
ざん

をするのではなく、最大公約数
さいだいこうやくすう

が 1 であることから逆元
ぎゃくげん

の存在
そんざい

を示
しめ

している。した

がって、割
わ

る操作
そうさ

を 行
おこな

う場面
ばめん

では、逆元
ぎゃくげん

が存在
そんざい

する条件
じょうけん

を先
さき

に確認
かくにん

する必要
ひつよう

がある。

md a4b0254 p. 29

book:ja

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/%E3%83%A6%E3%83%BC%E3%82%AF%E3%83%AA%E3%83%83%E3%83%89%E3%81%AE%E4%BA%92%E9%99%A4%E6%B3%95%E3%81%A8%E4%B8%80%E6%AC%A1%E4%B8%8D%E5%AE%9A%E6%96%B9%E7%A8%8B%E5%BC%8F-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


4 フェルマーの小定理
しょうていり

への接続
せつぞく

𝑝 が素数
そすう

なら、0 でない剰余類
じょうよるい

は全
すべ

て逆元
ぎゃくげん

を持
も

つ。したがって

(ℤ/𝑝ℤ)×

は乗法
じょうほう

について群
ぐん

になる。この群
ぐん

の構造
こうぞう

から、𝑝 ∤ 𝑎 のとき

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝)

が 導
みちび

かれる。これがフェルマーの小定理
しょうていり

である。

この節
せつ

は後
あと

の群
ぐん

とラグランジュの定理
ていり

への見通
みとお

しである。このページの 本流
ほんりゅう

では、剰余類
じょうよるい

の演算
えんざん

が well-

defined であることと、逆元
ぎゃくげん

の存在条件
そんざいじょうけん

だけを使
つか

う。

5 証明
しょうめい

補足
ほそく

：合同式
ごうどうしき

が加法
かほう

と乗法
じょうほう

で保存
ほぞん

される理由
りゆう

𝑛 を正
せい

の整数
せいすう

とする。合同式
ごうどうしき

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛), 𝑐 ≡ 𝑑 (mod 𝑛)

が成
な

り立
た

つなら、

𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑 (mod 𝑛), 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 (mod 𝑛)

である。

加法
かほう

について証明
しょうめい

する。𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) は 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)、𝑐 ≡ 𝑑 (mod 𝑛) は 𝑛 ∣ (𝑐 − 𝑑) という意味
いみ

である。

したがって

(𝑎 + 𝑐) − (𝑏 + 𝑑) = (𝑎 − 𝑏) + (𝑐 − 𝑑)

も 𝑛 で割
わ

り切
き

れる。よって 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑 (mod 𝑛) である。

乗法
じょうほう

については

𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑑 = 𝑐(𝑎 − 𝑏) + 𝑏(𝑐 − 𝑑)
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と変形
へんけい

する。𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏) かつ 𝑛 ∣ (𝑐 − 𝑑) なので、右辺
うへん

の二
ふた

つの項
こう

はどちらも 𝑛 で割
わ

り切
き

れる。したがって 

𝑛 ∣ (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) であり、𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 (mod 𝑛) である。

ここでは 𝑛 で割
わ

るのではなく、𝑛 が差
さ

を割
わ

り切
き

ることを使
つか

っている。したがって文字式
もじしき

の除算
じょざん

に 伴
ともな

う 0 除算
じょざん

の問題
もんだい

は 生
しょう

じない。ただし、 (mod 𝑛) の記法
きほう

では 𝑛 を正
せい

の整数
せいすう

として固定
こてい

している。

6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

同値関係と合同式
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/同値関係と合同式-基本演習/

7 まとめ

合同式
ごうどうしき

は、剰余類
じょうよるい

の等号
とうごう

である。mod 演算
えんざん

が正当化
せいとうか

されるのは、剰余類
じょうよるい

上
うえ

の加法
かほう

と乗法
じょうほう

が代表元
だいひょうげん

によらず

定
さだ

まるからである。 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

は常
つね

にあるわけではなく、gcd(𝑎, 𝑛) = 1 が必要
ひつよう

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/半群・モノイド・群への入口-講義.n.md md b57221b

半群
はんぐん

semigroup

・モノイド
monoid

・群
ぐん

group

への入口
いりぐち

群
ぐん

の定義
ていぎ

をいきなり四
よっ

条件
じょうけん

で覚
おぼ

えると、何故
なぜ

その 条件
じょうけん

が必要
ひつよう

なのかが見
み

えにくい。そこで、二項演算
にこうえんざん

に

条件
じょうけん

を一
ひと

つずつ足
た

していく。

二項演算⟶半群⟶モノイド⟶群

という流
なが

れで見
み

ると、群
ぐん

は「演算
えんざん

を繰
く

り返
かえ

せて、何
なに

もしない操作
そうさ

があり、さらに戻
もど

せる構造
こうぞう

」であること

が分
わ

かる。

1 半群
はんぐん

半群
はんぐん

semigroup

とは、集合
しゅうごう

 𝑆 と結合法則
けつごうほうそく

を満
み

たす二項演算
にこうえんざん

 ∗ の組
くみ

である。

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐)

半群
はんぐん

では、単位元
たんいげん

や逆元
ぎゃくげん

は要求
ようきゅう

しない。結合法則
けつごうほうそく

があるため、長
なが

い積
せき

𝑎1 ∗ 𝑎2 ∗ ⋯ ∗ 𝑎𝑛

の括弧
かっこ

を 省略
しょうりゃく

できる。

2 モノイド

モノイド
monoid

とは、単位元
たんいげん

を持
も

つ半群
はんぐん

である。つまり、ある元
げん

 𝑒 が存在
そんざい

して、任意
にんい

の 𝑎 について

𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎

が成
な

り立
た

つ。

たとえば自然数全体
しぜんすうぜんたい

 ℕ は、足
た

し算
ざん

について 0 を単位元
たんいげん

とするモノイドである。ただし自然数
しぜんすう

の範囲
はんい

では、

全
すべ

ての元
げん

に加法逆元
かほうぎゃくげん

があるわけではないので群
ぐん

ではない。
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3 群
ぐん

群
ぐん

group

とは、全
すべ

ての元
げん

が逆元
ぎゃくげん

を持
も

つモノイドである。任意
にんい

の 𝑎 に対
たい

して、ある 𝑎−1 が存在
そんざい

して

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒

となる。

群
ぐん

では、演算
えんざん

によって進
すす

んだ操作
そうさ

を逆元
ぎゃくげん

で戻
もど

せる。この「戻
もど

せる」性質
せいしつ

が、群
ぐん

を対称性
たいしょうせい

や変換
へんかん

の数学
すうがく

にし

ている。

4 具体例
ぐたいれい

：自然数
しぜんすう

、整数
せいすう

、有理数
ゆうりすう

足
た

し算
ざん

で見
み

ると、

(ℕ, +)

はモノイドである。0 は単位元
たんいげん

だが、たとえば 3 を足
た

して 0 に戻
もど

す自然数
しぜんすう

は存在
そんざい

しない。

(ℤ, +)

は群
ぐん

である。整数
せいすう

 𝑎 の逆元
ぎゃくげん

は −𝑎 である。

掛
か

け算
ざん

で見
み

ると、

(ℚ ∖ {0}, ·)

は群
ぐん

である。0 を除
のぞ

く理由
りゆう

は、0 には 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

が存在
そんざい

しないからである。

5 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか

半群
はんぐん

からモノイドへ進
すす

むと、「何
なに

もしない操作
そうさ

」が使
つか

えるようになる。モノイドから群
ぐん

へ進
すす

むと、「戻
もど

す操作
そうさ

」

が使
つか

えるようになる。一方
いっぽう

で、いずれも演算
えんざん

が同
おな

じ集合
しゅうごう

の中
なか

で閉
と

じていることと、結合法則
けつごうほうそく

は保存
ほぞん

される。
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6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

群と部分群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/群と部分群-基本演習/

7 まとめ

半群
はんぐん

は結合法則
けつごうほうそく

を持
も

つ演算
えんざん

、モノイドは単位元
たんいげん

を持
も

つ半群
はんぐん

、群
ぐん

は全
すべ

ての元
げん

に逆元
ぎゃくげん

があるモノイドである。こ

の階段
かいだん

を理解
りかい

すると、群
ぐん

の公理
こうり

が必要最小限
ひつようさいしょうげん

の条件
じょうけん

として見
み

える。

8 反例
はんれい

補足
ほそく

：半群
はんぐん

・モノイド・群
ぐん

の階層
かいそう

は真
しん

に異
こと

なる

半群
はんぐん

、モノイド、群
ぐん

は条件
じょうけん

を一
ひと

つずつ足
た

していく階層
かいそう

である。ただし、上
うえ

の概念
がいねん

が下
した

の概念
がいねん

と同
おな

じになる

わけではない。

(ℤ>0, +) は結合法則
けつごうほうそく

を満
み

たすので半群
はんぐん

semigroup

である。しかし単位元
たんいげん

 0 が ℤ>0 に入
はい

っていないのでモノイドではな

い。

(ℤ≥0, +) は 0 を単位元
たんいげん

に持
も

つのでモノイド
monoid

である。しかし 1 の加法逆元
かほうぎゃくげん

 −1 が ℤ≥0 に入
はい

っていないので群
ぐん

ではない。

(ℤ, +) は 0 とすべての加法逆元
かほうぎゃくげん

を持
も

つので群
ぐん

である。このように、各段階
かくだんかい

で 新
あたら

しく要求
ようきゅう

した条件
じょうけん

が本当
ほんとう

に効
き

いている。
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data/lecture/math/abstract-algebra/群の基本-講義.n.md md 1af7739

群
ぐん

group

の基本
きほん

群
ぐん

は、操作
そうさ

を合成
ごうせい

し、必要
ひつよう

なら元
げん

に戻
もど

せる構造
こうぞう

である。整数
せいすう

の足
た

し算
ざん

、剰余類
じょうよるい

の足
た

し算
ざん

、図形
ずけい

の回転
かいてん

、

可逆行列
かぎゃくぎょうれつ

の積
せき

は見
み

た目
め

が違
ちが

う。しかし、どれも同
おな

じ四
よっ

つの条件
じょうけん

を満
み

たす。

1 群
ぐん

の定義
ていぎ

集合
しゅうごう

 𝐺 と二項演算
にこうえんざん

 ∗ の組
くみ

 (𝐺, ∗) が群
ぐん

であるとは、次
つぎ

を満
み

たすことである。

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺

(𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐)

∃𝑒 ∈ 𝐺 such that 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎

∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 such that 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒

それぞれ、閉包性
へいほうせい

、結合法則
けつごうほうそく

、単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

である。

2 何故
なぜ

この四
よっ

条件
じょうけん

か

閉包性
へいほうせい

は、演算
えんざん

の結果
けっか

が同
おな

じ世界
せかい

に残
のこ

ることを保証
ほしょう

する。結合法則
けつごうほうそく

は、操作
そうさ

を何
なに

回
かい

も続
つづ

けるときに括弧
かっこ

の

位置
いち

を気
き

にしなくてよいことを保証
ほしょう

する。単位元
たんいげん

は何
なに

もしない操作
そうさ

であり、逆元
ぎゃくげん

は操作
そうさ

を取
と

り消
け

す操作
そうさ

で

ある。

この四
よっ

条件
じょうけん

があると、方程式
ほうていしき

𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑏

を

𝑥 = 𝑎−1 ∗ 𝑏

と解
と

ける。ここでは 𝑎−1 の存在
そんざい

を使
つか

っているため、逆元
ぎゃくげん

が存在
そんざい

することが不可欠
ふかけつ

である。
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3 可換群
かかんぐん

全
すべ

ての 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 について

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎

が成
な

り立
た

つ群
ぐん

を可換群
かかんぐん

abelian group

という。整数
せいすう

の足
た

し算
ざん

は可換
かかん

である。一方
いっぽう

、置換
ちかん

の合成
ごうせい

や行列積
ぎょうれつせき

は一般
いっぱん

に可換
かかん

でな

い。

→
講義

行列の積の意味
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列の積の意味-講義/

ここでは、置換
ちかん

は集合
しゅうごう

の元
げん

を入
い

れ替
か

える操作
そうさ

、行列積
ぎょうれつせき

は非可換
ひかかん

な演算
えんざん

の例
れい

としてだけ使
つか

う。

4 基本
きほん

例
れい

群
ぐん

演算
えんざん

単位元
たんいげん

逆元
ぎゃくげん

(ℤ, +) 加法
かほう

0 −𝑎

(ℤ/𝑛ℤ, +) 剰余類
じょうよるい

の加法
かほう

[0] [−𝑎]

(ℝ×, ·) 乗法
じょうほう

1 1/𝑎

𝑆𝑛 置換
ちかん

の合成
ごうせい

恒等置換
こうとうちかん

逆置換
ぎゃくちかん

𝐺𝐿𝑛(ℝ) 行列積
ぎょうれつせき

単位行列
たんいぎょうれつ

逆行列
ぎゃくぎょうれつ

ℝ× は 0 でない実数
じっすう

全体
ぜんたい

である。0 を除
のぞ

くのは、0 に 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

がないからである。

𝑆𝑛 は {1, …, 𝑛} から自分自身
じぶんじしん

への全単射
ぜんたんしゃ

、つまり置換
ちかん

の全体
ぜんたい

である。𝐺𝐿𝑛(ℝ) は積
せき

に関
かん

して逆元
ぎゃくげん

を持
も

つ 𝑛 ×

𝑛 実
じつ

行列
ぎょうれつ

の全体
ぜんたい

である。行列
ぎょうれつ

の詳
くわ

しい計算
けいさん

は、このページの証明
しょうめい

の前提
ぜんてい

にはしない。
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5 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

群
ぐん

として見
み

ると、元
げん

の具体的
ぐたいてき

な 姿
すがた

は重要
じゅうよう

でなくなる。整数
せいすう

、置換
ちかん

、行列
ぎょうれつ

は別物
べつもの

である。しかし、演算
えんざん

を繰
く

り返
かえ

せること、単位元
たんいげん

があること、逆元
ぎゃくげん

で戻
もど

せることは共通
きょうつう

している。この共通構造
きょうつうこうぞう

を保存
ほぞん

して議論
ぎろん

する

のが群論
ぐんろん

である。

6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：単位元
たんいげん

・逆元
ぎゃくげん

・消去法則
しょうきょほうそく

群
ぐん

group

 では、単位元
たんいげん

は一意
いちい

である。𝑒 と 𝑒′ がどちらも単位元
たんいげん

だとする。𝑒 は単位元
たんいげん

なので 𝑒𝑒′ = 𝑒′ であり、𝑒′ 

は単位元
たんいげん

なので 𝑒𝑒′ = 𝑒 である。したがって 𝑒 = 𝑒′ である。

逆元
ぎゃくげん

も一意
いちい

である。𝑏 と 𝑐 がどちらも 𝑎 の逆元
ぎゃくげん

だとする。つまり 𝑎𝑏 = 𝑒、𝑐𝑎 = 𝑒 である。このとき

𝑏 = 𝑒𝑏 = (𝑐𝑎)𝑏 = 𝑐(𝑎𝑏) = 𝑐𝑒 = 𝑐

である。ここで結合法則
けつごうほうそく

を使
つか

っている。

さらに、群
ぐん

では消去法則
しょうきょほうそく

cancellation law

 が成
な

り立
た

つ。

𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 ⟹ 𝑏 = 𝑐

である。実際
じっさい

、 左
ひだり

から 𝑎−1 を掛
か

けると

𝑎−1(𝑎𝑏) = 𝑎−1(𝑎𝑐)

である。結合法則
けつごうほうそく

より (𝑎−1𝑎)𝑏 = (𝑎−1𝑎)𝑐、つまり 𝑒𝑏 = 𝑒𝑐 となる。したがって 𝑏 = 𝑐 である。

この証明
しょうめい

は、群
ぐん

で「 逆
ぎゃく

に戻
もど

せる」ことが、方程式
ほうていしき

を解
と

く 力
ちから

になっていることを示
しめ

している。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

群と部分群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/群と部分群-基本演習/
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8 まとめ

群
ぐん

は、閉包性
へいほうせい

、結合法則
けつごうほうそく

、単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

を持
も

つ代数的構造
だいすうてきこうぞう

である。群
ぐん

を学
まな

ぶ理由
りゆう

は、数
かず

・置換
ちかん

・行列
ぎょうれつ

・対称性
たいしょうせい

を同
おな

じ言葉
ことば

で 扱
あつか

うためである。
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data/lecture/math/abstract-algebra/部分群と生成-講義.n.md md ef2b946

部分群
ぶぶんぐん

subgroup

と生成
せいせい

generation

群
ぐん

の中
なか

に、群
ぐん

としての構造
こうぞう

を保
たも

った小
ちい

さな部分
ぶぶん

を見
み

つけたいことがある。そのような部分集合
ぶぶんしゅうごう

が部分群
ぶぶんぐん

で

ある。

部分群
ぶぶんぐん

は、単
たん

なる部分集合
ぶぶんしゅうごう

ではない。元
げん

どうしを演算
えんざん

しても中
なか

に残
のこ

り、逆元
ぎゃくげん

も中
なか

に残
のこ

る必要
ひつよう

がある。

1 部分群
ぶぶんぐん

の定義
ていぎ

群
ぐん

 𝐺 の部分集合
ぶぶんしゅうごう

 𝐻 ⊆ 𝐺 が部分群
ぶぶんぐん

であるとは、𝐻  が 𝐺 の演算
えんざん

を受
う

け継
つ

いで群
ぐん

になることである。

実用上
じつようじょう

は、次
つぎ

の条件
じょうけん

で判定
はんてい

できる。

𝐻 ≠ ∅

かつ、任意
にんい

の 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻  について

𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻

が成
な

り立
た

つなら、𝐻  は部分群
ぶぶんぐん

である。

この判定
はんてい

では割
わ

り算
ざん

をしているように見
み

えるが、群
ぐん

の中
なか

で逆元
ぎゃくげん

 𝑏−1 が存在
そんざい

することを使
つか

っている。したがっ

て、𝑏 が群
ぐん

の元
げん

であることと、逆元
ぎゃくげん

が群
ぐん

の中
なか

にあることが前提
ぜんてい

である。

2 具体例
ぐたいれい

(ℤ, +) の中
なか

で、偶数
ぐうすう

全体
ぜんたい

2ℤ = {2𝑘 ∣ 𝑘 ∈ ℤ}

は部分群
ぶぶんぐん

である。0 を含
ふく

み、偶数
ぐうすう

どうしの差
さ

は偶数
ぐうすう

だからである。

一方
いっぽう

、自然数全体
しぜんすうぜんたい

 ℕ は (ℤ, +) の部分群
ぶぶんぐん

ではない。たとえば 3 は含
ふく

むが、逆元
ぎゃくげん

 −3 を含
ふく

まない。
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3 生成元
せいせいげん

群
ぐん

 𝐺 の部分集合
ぶぶんしゅうごう

 𝐴 から、𝐴 の元
げん

とその逆元
ぎゃくげん

を有限回
ゆうげんかい

演算
えんざん

して得
え

られる元
げん

全体
ぜんたい

を、𝐴 が生成
せいせい

する部分群
ぶぶんぐん

と

いう。

⟨𝐴⟩

と書
か

く。

一
ひと

つの元
げん

 𝑎 で生成
せいせい

される群
ぐん

⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ ℤ}

を巡回群
じゅんかいぐん

cyclic group

という。

4 例
れい

：剰余類
じょうよるい

の巡回群
じゅんかいぐん

(ℤ/6ℤ, +) では、[1] は全体
ぜんたい

を生成
せいせい

する。

[0], [1], [2], [3], [4], [5]

が [1] の繰
く

り返
かえ

しで得
え

られるからである。一方
いっぽう

、[2] が生成
せいせい

する部分群
ぶぶんぐん

は

{[0], [2], [4]}

である。

5 何
なに

が保存
ほぞん

されるか

部分群
ぶぶんぐん

では、元
げん

の群
ぐん

の演算
えんざん

、単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

がそのまま保
たも

たれる。変
か

わるのは、使
つか

える元
げん

の範囲
はんい

である。生成
せいせい

では、少数
しょうすう

の元
げん

から閉包性
へいほうせい

と逆元
ぎゃくげん

を使
つか

って、必要最小限
ひつようさいしょうげん

の部分群
ぶぶんぐん

を作
つく

る。
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6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：部分群判定法
ぶぶんぐんはんていほう

と生成部分群
せいせいぶぶんぐん

の最小性
さいしょうせい

𝐺 を群
ぐん

、𝐻 ⊆ 𝐺 を空
から

でない部分集合
ぶぶんしゅうごう

とする。もし

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻

が成
な

り立
た

つなら、𝐻  は部分群
ぶぶんぐん

subgroup

 である。

証明
しょうめい

する。𝐻  は空
から

でないので、ある ℎ ∈ 𝐻  が存在
そんざい

する。すると ℎℎ−1 = 𝑒 ∈ 𝐻  である。つぎに 𝑥 ∈ 𝐻  とす

る。𝑒 ∈ 𝐻  なので、条件
じょうけん

を 𝑒, 𝑥 に使
つか

うと 𝑒𝑥−1 = 𝑥−1 ∈ 𝐻  である。最後
さいご

に 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻  とする。いま 𝑦−1 ∈ 𝐻  

が分
わ

かっているので、条件
じょうけん

を 𝑥, 𝑦−1 に使
つか

うと 𝑥(𝑦−1)−1 = 𝑥𝑦 ∈ 𝐻  である。よって 𝐻  は単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

、積
せき

に

ついて閉
と

じている。

生成部分群
せいせいぶぶんぐん

 ⟨𝑆⟩ は、𝑆 を含
ふく

むすべての部分群
ぶぶんぐん

の共通部分
きょうつうぶぶん

として定義
ていぎ

できる。

⟨𝑆⟩ = ⋂
𝑆⊆𝐻≤𝐺

𝐻

この共通部分
きょうつうぶぶん

は部分群
ぶぶんぐん

である。なぜなら、単位元
たんいげん

はすべての 𝐻  に含
ふく

まれ、積
せき

と逆元
ぎゃくげん

も各
かく

 𝐻  の中
なか

で閉
と

じて

いるからである。また、どの 𝐻  も 𝑆 を含
ふく

むので、共通部分
きょうつうぶぶん

も 𝑆 を含
ふく

む。さらに 𝑆 を含
ふく

む任意
にんい

の部分群
ぶぶんぐん

 𝐾 

は、交
まじ

わりを取
と

る対象
たいしょう

の一
ひと

つなので、⟨𝑆⟩ ⊆ 𝐾 である。よって ⟨𝑆⟩ は 𝑆 を含
ふく

む最小
さいしょう

の部分群
ぶぶんぐん

である。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

群と部分群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/群と部分群-基本演習/

8 まとめ

部分群
ぶぶんぐん

は、群
ぐん

の構造
こうぞう

を保
たも

ったまま元
げん

を制限
せいげん

したものである。生成
せいせい

は、指定
してい

した元
げん

から閉
と

じた最小
さいしょう

の部分群
ぶぶんぐん

を作
つく

る操作
そうさ

であり、巡回群
じゅんかいぐん

は一
ひと

つの元
げん

で生成
せいせい

される群
ぐん

である。
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9 計算
けいさん

補足
ほそく

：ℤ/𝑛ℤ で [𝑘] が生成
せいせい

する部分群
ぶぶんぐん

加法群
かほうぐん

 (ℤ/𝑛ℤ, +) で [𝑘] が生成
せいせい

する部分群
ぶぶんぐん

の元
げん

は

[0], [𝑘], [2𝑘], [3𝑘], …

である。この列
れつ

が初
はじ

めて [0] に戻
もど

る正
せい

の整数
せいすう

 𝑚 は、𝑛 ∣ 𝑚𝑘 を満
み

たす 最小
さいしょう

の 𝑚 である。したがって 𝑑 =

gcd(𝑛, 𝑘) とすると

| ⟨[𝑘]⟩ | = 𝑛
𝑑

である。

たとえば ℤ/12ℤ で [8] を 考
かんが

えると、gcd(12, 8) = 4 なので生成
せいせい

される部分群
ぶぶんぐん

の位数
いすう

は 12/4 = 3 である。実際
じっさい

、

⟨[8]⟩ = {[0], [8], [4]}

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/剰余類とラグランジュの定理-講義.n.md md a113a4d

剰余類
じょうよるい

coset

とラグランジュの定理
ていり

整数
せいすう

の剰余類
じょうよるい

は、整数
せいすう

を余
あま

りで分類
ぶんるい

するものだった。群
ぐん

でも、部分群
ぶぶんぐん

を基準
きじゅん

にして元
げん

を分類
ぶんるい

できる。その分類
ぶんるい

が群
ぐん

の剰余類
じょうよるい

である。

1 左剰余類
ひだりじょうよるい

群
ぐん

 𝐺 の部分群
ぶぶんぐん

 𝐻  と元
げん

 𝑔 ∈ 𝐺 に対
たい

して、

𝑔𝐻 = {𝑔ℎ ∣ ℎ ∈ 𝐻}

を 𝐻  の左剰余類
ひだりじょうよるい

left coset

という。

右
みぎ

から掛
か

ける

𝐻𝑔 = {ℎ𝑔 ∣ ℎ ∈ 𝐻}

を右剰余類
みぎじょうよるい

right coset

という。

群
ぐん

が可換
かかん

なら左剰余類
ひだりじょうよるい

と右剰余類
みぎじょうよるい

は一致
いっち

する。しかし一般
いっぱん

の群
ぐん

では一致
いっち

するとは限
かぎ

らない。

2 剰余類
じょうよるい

は群
ぐん

を分割
ぶんかつ

する

左剰余類
ひだりじょうよるい

どうしは、等
ひと

しいか交
まじ

わらないかのどちらかである。また、全
すべ

ての左剰余類
ひだりじょうよるい

を集
あつ

めると 𝐺 全体
ぜんたい

を

覆
おお

う。

これは、剰余類
じょうよるい

が 𝐺 を同
おな

じ大
おお

きさの箱
はこ

に分
わ

けることを意味
いみ

する。

3 ラグランジュの定理
ていり

有限群
ゆうげんぐん

 𝐺 と部分群
ぶぶんぐん

 𝐻  に対
たい

して、
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| 𝐺 | = [𝐺 : 𝐻]| 𝐻 |

が成
な

り立
た

つ。ここで [𝐺 : 𝐻] は 𝐻  の左剰余類
ひだりじょうよるい

の個数
こすう

である。

したがって、

| 𝐻 | ∣ | 𝐺 |

である。これがラグランジュの定理
ていり

Lagrange's theorem

である。

4 具体例
ぐたいれい

𝐺 = ℤ/6ℤ、𝐻 = {[0], [3]} とする。𝐻  の位数
いすう

は 2 である。剰余類
じょうよるい

は

[0] + 𝐻 = {[0], [3]}

[1] + 𝐻 = {[1], [4]}

[2] + 𝐻 = {[2], [5]}

の三
みっ

つである。したがって | 𝐺 | = 6 = 3 · 2 である。

5 何
なに

が保存
ほぞん

されるか

剰余類
じょうよるい

に分
わ

けると、個々
ここ

の元
げん

ではなく、部分群
ぶぶんぐん

だけずれたものを同
おな

じ箱
はこ

として見
み

る。部分群
ぶぶんぐん

の大
おお

きさは各
かく

箱
はこ

で保存
ほぞん

される。これにより、有限群
ゆうげんぐん

の位数
いすう

が部分群
ぶぶんぐん

の位数
いすう

で割
わ

り切
き

れることが分
わ

かる。

6 商群
しょうぐん

への注意
ちゅうい

剰余類
じょうよるい

の集合
しゅうごう

はいつでも作
つく

れる。しかし、剰余類
じょうよるい

どうしの積
せき

で群
ぐん

を作
つく

れるとは限
かぎ

らない。商群
しょうぐん

を作
つく

るには、

部分群
ぶぶんぐん

が正規部分群
せいきぶぶんぐん

である必要
ひつよう

がある。

→
講義

正規部分群と商群
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/正規部分群と商群-講義/
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7 証明
しょうめい

補足
ほそく

：剰余類
じょうよるい

の分割
ぶんかつ

とラグランジュの定理
ていり

𝐻 ≤ 𝐺 とする。 左
ひだり

剰余類
じょうよるい

 𝑎𝐻  と 𝑏𝐻  は、交
まじ

わらないか、完全
かんぜん

に一致
いっち

する。

証明
しょうめい

する。𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅ とし、𝑥 ∈ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻  を取
と

る。すると 𝑥 = 𝑎ℎ1 = 𝑏ℎ2 となる ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻  が存在
そんざい

する。

ここから

𝑏−1𝑎 = ℎ2ℎ−1
1 ∈ 𝐻

である。任意
にんい

の 𝑎ℎ ∈ 𝑎𝐻  について、

𝑎ℎ = 𝑏(𝑏−1𝑎)ℎ

であり、(𝑏−1𝑎)ℎ ∈ 𝐻  だから 𝑎ℎ ∈ 𝑏𝐻  である。よって 𝑎𝐻 ⊆ 𝑏𝐻  である。同
おな

じ議論
ぎろん

で 𝑏𝐻 ⊆ 𝑎𝐻  も 従
したが

うので 

𝑎𝐻 = 𝑏𝐻  である。

また、写像
しゃぞう

𝐻 → 𝑎𝐻, ℎ ↦ 𝑎ℎ

は全単射
ぜんたんしゃ

である。全射
ぜんしゃ

は 𝑎𝐻  の定義
ていぎ

から 従
したが

う。単射
たんしゃ

は、𝑎ℎ1 = 𝑎ℎ2 なら 左
ひだり

から 𝑎−1 を掛
か

けて ℎ1 = ℎ2 とな

ることから 従
したが

う。ここでは 𝑎−1 が存在
そんざい

すること、つまり 𝐺 が群
ぐん

であることを使
つか

っている。

したがって、有限群
ゆうげんぐん

 𝐺 では、𝐺 は同
おな

じ大
おお

きさの 左
ひだり

剰余類
じょうよるい

に分割
ぶんかつ

される。 左
ひだり

剰余類
じょうよるい

の個数
こすう

を [𝐺 : 𝐻] とす

れば

| 𝐺 | = [𝐺 : 𝐻]| 𝐻 |

である。これがラグランジュの定理
ていり

Lagrange's theorem

 である。

8 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

剰余類・正規部分群・商群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/剰余類・正規部分群・商群-基本演習/
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9 まとめ

群
ぐん

の剰余類
じょうよるい

は、部分群
ぶぶんぐん

を基準
きじゅん

に群
ぐん

を同
おな

じ大
おお

きさの箱
はこ

へ分
わ

ける方法
ほうほう

である。有限群
ゆうげんぐん

では、部分群
ぶぶんぐん

の位数
いすう

は群
ぐん

の位数
いすう

を割
わ

り切
き

る。商群
しょうぐん

を作
つく

るには、さらに正規性
せいきせい

が必要
ひつよう

である。

10 系
けい

：元
げん

の位数
いすう

は群
ぐん

の位数
いすう

を割
わ

り切
き

る

有限群
ゆうげんぐん

 𝐺 の元
げん

 𝑔 が生成
せいせい

する部分群
ぶぶんぐん

 ⟨𝑔⟩ を 考
かんが

える。ラグランジュの定理
ていり

より、

| ⟨𝑔⟩ | ∣ | 𝐺 |

である。| ⟨𝑔⟩ | は 𝑔 の位数
いすう

なので、有限群
ゆうげんぐん

では各
かく

元
げん

の位数
いすう

が群
ぐん

の位数
いすう

を割
わ

り切
き

る。

特
とく

に、| 𝐺 | = 𝑝 が素数
そすう

なら、単位元
たんいげん

でない元
げん

 𝑔 の位数
いすう

は 1 ではなく、𝑝 を割
わ

り切
き

るので 𝑝 である。したがっ

て 𝐺 = ⟨𝑔⟩ であり、位数
いすう

が素数
そすう

の群
ぐん

は巡回群
じゅんかいぐん

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/正規部分群と商群-講義.n.md md 62a31e5

正規部分群
せいきぶぶんぐん

normal subgroup

と 商群
しょうぐん

quotient group

剰余類
じょうよるい

の集合
しゅうごう

を作
つく

るだけなら、任意
にんい

の部分群
ぶぶんぐん

でよい。しかし、剰余類
じょうよるい

どうしを掛
か

けて 再
ふたた

び剰余類
じょうよるい

にしたい

なら、代表元
だいひょうげん

の選
えら

び方
かた

に依存
いぞん

しない必要
ひつよう

がある。この条件
じょうけん

を満
み

たす部分群
ぶぶんぐん

が正規部分群
せいきぶぶんぐん

である。

1 正規部分群
せいきぶぶんぐん

の定義
ていぎ

部分群
ぶぶんぐん

 𝑁 ≤ 𝐺 が正規部分群
せいきぶぶんぐん

であるとは、任意
にんい

の 𝑔 ∈ 𝐺 について

𝑔𝑁 = 𝑁𝑔

が成
な

り立
た

つことである。このとき

𝑁 ⊴ 𝐺

と書
か

く。

同
どう

値
あたい

な条件
じょうけん

として、任意
にんい

の 𝑔 ∈ 𝐺、𝑛 ∈ 𝑁  について

𝑔𝑛𝑔−1 ∈ 𝑁

が成
な

り立
た

つことでもよい。

2 何故
なぜ

正規性
せいきせい

が必要
ひつよう

か

剰余類
じょうよるい

の積
せき

を

(𝑔𝑁)(ℎ𝑁) = (𝑔ℎ)𝑁

で定義
ていぎ

したい。この定義
ていぎ

が代表元
だいひょうげん

によらないためには、𝑔 や ℎ を同
おな

じ剰余類
じょうよるい

の別
べつ

の元
げん

に取
と

り替
か

えても、結果
けっか

が同
おな

じ剰余類
じょうよるい

になる必要
ひつよう

がある。

正規性
せいきせい

は、この well-defined
well-defined

 性
せい

を保証
ほしょう

する条件
じょうけん

である。
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3 商群
しょうぐん

𝑁 ⊴ 𝐺 のとき、剰余類
じょうよるい

全体
ぜんたい

𝐺/𝑁 = {𝑔𝑁 ∣ 𝑔 ∈ 𝐺}

は、積
せき

(𝑔𝑁)(ℎ𝑁) = (𝑔ℎ)𝑁

によって群
ぐん

になる。これを商群
しょうぐん

という。

商群
しょうぐん

では、𝑁  に属
ぞく

する違
ちが

いを 0 のように潰
つぶ

して見
み

る。つまり、𝑁  の中
なか

で動
うご

く差
さ

を無視
むし

して、残
のこ

った構造
こうぞう

だ

けを調
しら

べる。

4 具体例
ぐたいれい

：整数
せいすう

の商群
しょうぐん

(ℤ, +) において、𝑛ℤ は正規部分群
せいきぶぶんぐん

である。何故
なぜ

なら ℤ は可換群
かかんぐん

だから、全
すべ

ての部分群
ぶぶんぐん

が正規
せいき

である。

商群
しょうぐん

ℤ/𝑛ℤ

は、整数
せいすう

を 𝑛 で割
わ

った余
あま

りで分類
ぶんるい

した群
ぐん

である。

5 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

商群
しょうぐん

では、𝑁  の中
なか

の違
ちが

いを見
み

ない。変
か

わるのは元
げん

の粒度
りゅうど

であり、個々
ここ

の元
げん

ではなく剰余類
じょうよるい

を元
げん

として 扱
あつか

う。

一方
いっぽう

で、群
ぐん

の演算
えんざん

構造
こうぞう

は well-defined
well-defined

 な 形
かたち

で保存
ほぞん

される。

6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：商群
しょうぐん

の演算
えんざん

が well-defined になる条件
じょうけん

𝑁 ≤ 𝐺 とする。剰余類
じょうよるい

どうしの積
せき

を
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(𝑎𝑁)(𝑏𝑁) = (𝑎𝑏)𝑁

で定義
ていぎ

したい。この定義
ていぎ

が代表元
だいひょうげん

の選
えら

び方
かた

に依存
いぞん

しないためには、𝑁  が正規部分群
せいきぶぶんぐん

normal subgroup

 であることが必要
ひつよう

であ

る。

まず 𝑁  が正規
せいき

だとする。𝑎𝑁 = 𝑎′𝑁、𝑏𝑁 = 𝑏′𝑁  とする。このとき 𝑎′ = 𝑎𝑛1、𝑏′ = 𝑏𝑛2 となる 𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁  が

存在
そんざい

する。すると

𝑎′𝑏′ = 𝑎𝑛1𝑏𝑛2 = 𝑎𝑏(𝑏−1𝑛1𝑏)𝑛2

である。𝑁  は正規
せいき

なので 𝑏−1𝑛1𝑏 ∈ 𝑁  であり、したがって (𝑏−1𝑛1𝑏)𝑛2 ∈ 𝑁  である。よって 𝑎′𝑏′𝑁 = 𝑎𝑏𝑁  で

ある。つまり積
せき

は代表元
だいひょうげん

に依存
いぞん

しない。

逆
ぎゃく

に、この積
せき

が常
つね

に well-defined だとする。任意
にんい

の 𝑔 ∈ 𝐺 と 𝑛 ∈ 𝑁  を取
と

る。左
ひだり

剰余類
じょうよるい

として (𝑔𝑛)𝑁 = 𝑔𝑁  

なので、第一
だいいち

因子
いんし

の代表元
だいひょうげん

を 𝑔 から 𝑔𝑛 に替
か

えても、𝑔−1𝑁  との積
せき

は同
おな

じでなければならない。したがって

(𝑔𝑁)(𝑔−1𝑁) = 𝑁, ((𝑔𝑛)𝑁)(𝑔−1𝑁) = 𝑔𝑛𝑔−1𝑁

が同
おな

じ剰余類
じょうよるい

になる。よって 𝑔𝑛𝑔−1𝑁 = 𝑁、すなわち 𝑔𝑛𝑔−1 ∈ 𝑁  である。任意
にんい

の 𝑔, 𝑛 について成
な

り立
た

つの

で、𝑁  は正規
せいき

である。

つまり、正規性
せいきせい

は「剰余類
じょうよるい

を要素
ようそ

として掛
か

けても矛盾
むじゅん

しない」ことを保証
ほしょう

する条件
じょうけん

である。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

剰余類・正規部分群・商群
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/剰余類・正規部分群・商群-基本演習/

8 まとめ

正規部分群
せいきぶぶんぐん

は、剰余類
じょうよるい

の集合
しゅうごう

に群
ぐん

構造
こうぞう

を入
い

れるための条件
じょうけん

である。商群
しょうぐん

は、正規部分群
せいきぶぶんぐん

の中
なか

の違
ちが

いを潰
つぶ

し

て残
のこ

る構造
こうぞう

を見
み

る方法
ほうほう

である。
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9 反例
はんれい

：すべての部分群
ぶぶんぐん

が正規
せいき

とは限
かぎ

らない

対称群
たいしょうぐん

 𝑆3 で、𝐻 = {𝑒, (12)} を 考
かんが

える。これは部分群
ぶぶんぐん

である。しかし 𝑔 = (13) とすると、

𝑔𝐻 = {(13), (13)(12)}

であり、

𝐻𝑔 = {(13), (12)(13)}

である。ここで (13)(12) と (12)(13) は異
こと

なる置換
ちかん

である。したがって 𝑔𝐻 ≠ 𝐻𝑔 であり、𝐻  は正規部分群
せいきぶぶんぐん

ではない。

この例
れい

では剰余類
じょうよるい

の集合
しゅうごう

は作
つく

れるが、剰余類
じょうよるい

どうしの積
せき

を代表元
だいひょうげん

によらず定義
ていぎ

できない。つまり、非可換
ひかかん

な群
ぐん

では正規性
せいきせい

の確認
かくにん

が本質的
ほんしつてき

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/群準同型と同型-講義.n.md md 2b20198

群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

と 同型
どうけい

isomorphism

群
ぐん

どうしを比
くら

べるとき、元
げん

の名前
なまえ

が一致
いっち

する必要
ひつよう

はない。重要
じゅうよう

なのは、演算
えんざん

の構造
こうぞう

が保
たも

たれることである。

この「演算
えんざん

を保
たも

つ写像
しゃぞう

」が群準同型
ぐんじゅんどうけい

である。

1 群準同型
ぐんじゅんどうけい

群
ぐん

 𝐺, 𝐻  に対
たい

して、写像
しゃぞう

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  が群準同型
ぐんじゅんどうけい

であるとは、任意
にんい

の 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 について

𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)

が成
な

り立
た

つことである。

ここで左辺
さへん

の積
せき

は 𝐺 の演算
えんざん

であり、右辺
うへん

の積
せき

は 𝐻  の演算
えんざん

である。記号
きごう

が同
おな

じでも、どの群
ぐん

の演算
えんざん

かを区別
くべつ

する必要
ひつよう

がある。

2 準同型
じゅんどうけい

が自動的
じどうてき

に保
たも

つもの

群準同型
ぐんじゅんどうけい

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  は単位元
たんいげん

を単位元
たんいげん

へ送
おく

る。

𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻

また、逆元
ぎゃくげん

を逆元
ぎゃくげん

へ送
おく

る。

𝜑(𝑎−1) = 𝜑(𝑎)−1

これらは定義
ていぎ

に直接
ちょくせつ

書
か

かれていないが、演算
えんざん

を保
たも

つことから 導
みちび

かれる。

3 核
かく

と像
ぞう

群準同型
ぐんじゅんどうけい

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  の核
かく

kernel

を

ker 𝜑 = {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝜑(𝑔) = 𝑒𝐻}
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で定義
ていぎ

する。核
かく

は、写像
しゃぞう

によって単位元
たんいげん

に潰
つぶ

れる部分
ぶぶん

である。

像
ぞう

image

は

Im 𝜑 = {𝜑(𝑔) ∣ 𝑔 ∈ 𝐺}

である。像
ぞう

は、実際
じっさい

に到達
とうたつ

する元
げん

全体
ぜんたい

である。

4 同型
どうけい

群準同型
ぐんじゅんどうけい

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  が全単射
ぜんたんしゃ

であるとき、群
ぐん

同型
どうけい

という。このとき 𝐺 と 𝐻  は群
ぐん

として同
おな

じ構造
こうぞう

を持
も

つ。

𝐺 ≅ 𝐻

と書
か

く。

同型
どうけい

では、元
げん

の名前
なまえ

は変
か

わる。しかし、演算表
えんざんひょう

、単位元
たんいげん

、逆元
ぎゃくげん

、部分群
ぶぶんぐん

の構造
こうぞう

、位数
いすう

などの群論
ぐんろん

的
てき

性質
せいしつ

は

保存
ほぞん

される。

5 具体例
ぐたいれい

𝜑 : ℤ → ℤ/𝑛ℤ を

𝜑(𝑘) = [𝑘]

で定
さだ

める。これは群準同型
ぐんじゅんどうけい

である。

𝜑(𝑎 + 𝑏) = [𝑎 + 𝑏] = [𝑎] + [𝑏]

だからである。この写像
しゃぞう

の核
かく

は

ker 𝜑 = 𝑛ℤ

である。
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6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：準同型
じゅんどうけい

が保存
ほぞん

するもの

𝜑 : 𝐺 → 𝐻  を 群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

 とする。このとき

𝜑(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 , 𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)−1

である。

まず 𝜑(𝑒𝐺) = 𝜑(𝑒𝐺𝑒𝐺) = 𝜑(𝑒𝐺)𝜑(𝑒𝐺) である。 左
ひだり

から 𝜑(𝑒𝐺)−1 を掛
か

けると 𝑒𝐻 = 𝜑(𝑒𝐺) である。つぎに

𝑒𝐻 = 𝜑(𝑒𝐺) = 𝜑(𝑔𝑔−1) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑔−1)

なので、𝜑(𝑔−1) は 𝜑(𝑔) の逆元
ぎゃくげん

である。よって 𝜑(𝑔−1) = 𝜑(𝑔)−1 である。

さらに、核
かく

kernel

 ker 𝜑 は 𝐺 の正規部分群
せいきぶぶんぐん

である。𝑎, 𝑏 ∈ ker 𝜑 なら

𝜑(𝑎𝑏−1) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)−1 = 𝑒𝐻𝑒−1
𝐻 = 𝑒𝐻

なので 𝑎𝑏−1 ∈ ker 𝜑 であり、部分群判定法
ぶぶんぐんはんていほう

から部分群
ぶぶんぐん

である。また 𝑔 ∈ 𝐺、𝑎 ∈ ker 𝜑 について

𝜑(𝑔𝑎𝑔−1) = 𝜑(𝑔)𝜑(𝑎)𝜑(𝑔)−1 = 𝜑(𝑔)𝑒𝐻𝜑(𝑔)−1 = 𝑒𝐻

なので 𝑔𝑎𝑔−1 ∈ ker 𝜑 である。したがって核
かく

は正規
せいき

である。

最後
さいご

に、𝜑 が単射
たんしゃ

であることと ker 𝜑 = {𝑒𝐺} は同値
どうち

である。𝜑 が単射
たんしゃ

なら、𝜑(𝑔) = 𝑒𝐻 = 𝜑(𝑒𝐺) から 𝑔 = 𝑒𝐺 

である。 逆
ぎゃく

に ker 𝜑 = {𝑒𝐺} とし、𝜑(𝑔1) = 𝜑(𝑔2) とする。すると

𝜑(𝑔1𝑔−1
2 ) = 𝑒𝐻

なので 𝑔1𝑔−1
2 ∈ ker 𝜑、したがって 𝑔1𝑔−1

2 = 𝑒𝐺 である。よって 𝑔1 = 𝑔2 であり、𝜑 は単射
たんしゃ

である。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

準同型と同型
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/準同型と同型-基本演習/
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8 まとめ

群準同型
ぐんじゅんどうけい

は演算
えんざん

を保
たも

つ写像
しゃぞう

である。核
かく

は潰
つぶ

れる部分
ぶぶん

、像
ぞう

は到達
とうたつ

する部分
ぶぶん

である。同型
どうけい

は構造
こうぞう

を完全
かんぜん

に保存
ほぞん

する準同型
じゅんどうけい

であり、 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

で「本質的
ほんしつてき

に同
おな

じ」を 表
あらわ

す。
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data/lecture/math/abstract-algebra/群作用と対称性-講義.n.md md 054692a

群作用
ぐんさよう

group action

と対称性
たいしょうせい

symmetry

群
ぐん

group

は、単
たん

なる演算表
えんざんひょう

operation table

としてだけでなく、集合
しゅうごう

set

を動
うご

かす 変換
へんかん

transformation

の集
あつ

まりとして見
み

ることができる。この見方
みかた

が群作用
ぐんさよう

group action

である。

群作用
ぐんさよう

group action

を使
つか

うと、「 群
ぐん

group

の 元
げん

element

が 対象
たいしょう

object

をどう動
うご

かすか」を 直接
ちょくせつ

扱
あつか

える。図形
ずけい

figure

の回転
かいてん

rotation

、 置換
ちかん

permutation

、 行列
ぎょうれつ

matrix

による

線型変換
せんけいへんかん

linear transformation

は、全
すべ

て群作用
ぐんさよう

group action

の例
れい

である。

→
講義

線型写像と行列
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

線型変換
せんけいへんかん

は応用例
おうようれい

としての見通
みとお

しである。このページの定義
ていぎ

と証明
しょうめい

では、集合
しゅうごう

の元
げん

を別
べつ

の元
げん

へ移
うつ

す変換
へんかん

だ

けを使
つか

う。

1 群作用
ぐんさよう

の定義
ていぎ

群
ぐん

group

 𝐺 が集合
しゅうごう

set

 𝑋 に作用
さよう

act

するとは、各
かく

 𝑔 ∈ 𝐺 と 𝑥 ∈ 𝑋 に対
たい

して 元
げん

element

 𝑔 · 𝑥 ∈ 𝑋 が定
さだ

まり、次
つぎ

を満
み

たすことで

ある。

𝑒 · 𝑥 = 𝑥

(𝑔ℎ) · 𝑥 = 𝑔 · (ℎ · 𝑥)

第一
だいいち

式
しき

は、単位元
たんいげん

identity element

は何
なに

もしないことを 表
あらわ

す。第二
だいに

式
しき

は、群
ぐん

group

の 積
せき

product

と 変換
へんかん

transformation

の 合成
ごうせい

composition

が対応
たいおう

することを 表
あらわ

す。

2 軌道
きどう

元
げん

 𝑥 ∈ 𝑋 の軌道
きどう

orbit

を

𝐺𝑥 = {𝑔 · 𝑥 ∣ 𝑔 ∈ 𝐺}

で定義
ていぎ

する。軌道
きどう

は、群
ぐん

の作用
さよう

によって 𝑥 から到達
とうたつ

できる元
げん

全体
ぜんたい

である。
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3 固定部分群
こていぶぶんぐん

元
げん

 𝑥 ∈ 𝑋 を動
うご

かさない群
ぐん

の元
げん

全体
ぜんたい

𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝑔 · 𝑥 = 𝑥}

を固定部分群
こていぶぶんぐん

stabilizer

という。これは 𝐺 の部分群
ぶぶんぐん

である。

軌道
きどう

は「どこへ動
うご

けるか」を 表
ひょう

し、固定部分群
こていぶぶんぐん

は「何
なに

が変
か

わらないか」を 表
あらわ

す。

4 具体例
ぐたいれい

：正三角形
せいさんかくけい

の対称性
たいしょうせい

正三角形
せいさんかくけい

の 頂点集合
ちょうてんしゅうごう

を 𝑋 = {1, 2, 3} とする。正三角形
せいさんかくけい

の回転
かいてん

と反転
はんてん

の対称性
たいしょうせい

は、頂点集合
ちょうてんしゅうごう

を置換
ちかん

する。し

たがって、対称性
たいしょうせい

の群
ぐん

は 𝑋 に作用
さよう

する。

頂点
ちょうてん

 1 の軌道
きどう

は {1, 2, 3} である。どの 頂点
ちょうてん

にも対称性
たいしょうせい

で移
うつ

れるからである。一方
いっぽう

、 頂点
ちょうてん

 1 を固定
こてい

する

対称性
たいしょうせい

は、恒等変換
こうとうへんかん

と、頂点
ちょうてん

 1 を通
とお

る軸
じく

での反転
はんてん

である。

5 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

群作用
ぐんさよう

では、群
ぐん

の元
げん

を変換
へんかん

として見
み

る。変
か

わるのは集合
しゅうごう

の元
げん

の位置
いち

である。保存
ほぞん

されるのは、群
ぐん

の積
せき

と変換
へんかん

の合成
ごうせい

が対応
たいおう

するという構造
こうぞう

である。

群作用
ぐんさよう

の 考
かんが

え方
かた

は、幾
いく

何
なに

、線型代数
せんけいだいすう

、物理
ぶつり

、組合
くみあわ

せ論
ろん

に広
ひろ

く 現
あらわ

れる。

6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

準同型と同型
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/準同型と同型-基本演習/
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7 まとめ

群作用
ぐんさよう

は、群
ぐん

を集合
しゅうごう

上
うえ

の変換
へんかん

として見
み

る方法
ほうほう

である。軌道
きどう

は動
うご

ける範囲
はんい

、固定部分群
こていぶぶんぐん

は動
うご

かさない対称性
たいしょうせい

を 表
あらわ

す。群作用
ぐんさよう

によって、 抽象的
ちゅうしょうてき

な群
ぐん

を具体的
ぐたいてき

な変換
へんかん

として理解
りかい

できる。

8 定理
ていり

：軌道
きどう

・固定部分群
こていぶぶんぐん

定理
ていり

有限群
ゆうげんぐん

 𝐺 が集合
しゅうごう

 𝑋 に作用
さよう

し、𝑥 ∈ 𝑋 とする。このとき

| 𝐺𝑥 | = [𝐺 : 𝐺𝑥]

である。したがって 𝐺 が有限
ゆうげん

なら

| 𝐺 | = | 𝐺𝑥 | | 𝐺𝑥|

が成
な

り立
た

つ。これを軌道固定部分群定理
きどうこていぶぶんぐんていり

orbit-stabilizer theorem

という。

証明
しょうめい

の 考
かんが

えは、剰余類
じょうよるい

と軌道
きどう

を対応
たいおう

させることである。写像
しゃぞう

𝐺/𝐺𝑥 → 𝐺𝑥, 𝑔𝐺𝑥 ↦ 𝑔 · 𝑥

を 考
かんが

える。もし 𝑔𝐺𝑥 = ℎ𝐺𝑥 なら ℎ−1𝑔 ∈ 𝐺𝑥 なので (ℎ−1𝑔) · 𝑥 = 𝑥 であり、𝑔 · 𝑥 = ℎ · 𝑥 である。したがって

写像
しゃぞう

は well-defined である。 逆
ぎゃく

に 𝑔 · 𝑥 = ℎ · 𝑥 なら ℎ−1𝑔 ∈ 𝐺𝑥 なので 𝑔𝐺𝑥 = ℎ𝐺𝑥 である。よって全単射
ぜんたんしゃ

で

ある。

ここで全単射
ぜんたんしゃ

とは、異
こと

なる 入力
にゅうりょく

を異
こと

なる 出力
しゅつりょく

へ送
おく

り、かつ目標
もくひょう

の元
げん

を全
すべ

て 出力
しゅつりょく

として得
え

る写像
しゃぞう

である。

有限集合
ゆうげんしゅうごう

では全単射
ぜんたんしゃ

があると元
げん

の個数
こすう

が等
ひと

しい。

正三角形
せいさんかくけい

の対称群
たいしょうぐん

では、頂点
ちょうてん

 1 の軌道
きどう

は 3 個
こ

、固定部分群
こていぶぶんぐん

は 2 個
こ

の元
げん

を持
も

つ。したがって群
ぐん

の位数
いすう

は 3 ·

2 = 6 である。

9 証明
しょうめい

補足
ほそく

：軌道
きどう

・固定部分群
こていぶぶんぐん

定理
ていり

が成
な

り立
た

つ理由
りゆう

群
ぐん

 𝐺 が集合
しゅうごう

 𝑋 に作用
さよう

しているとし、𝑥 ∈ 𝑋 を固定
こてい

する。𝑥 の固定部分群
こていぶぶんぐん

を 𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝑔 · 𝑥 = 𝑥} と書
か

く。
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写像
しゃぞう

𝐺/𝐺𝑥 → 𝐺 · 𝑥, 𝑔𝐺𝑥 ↦ 𝑔 · 𝑥

を 考
かんが

える。この写像
しゃぞう

が well-defined であることを確認
かくにん

する。もし 𝑔𝐺𝑥 = ℎ𝐺𝑥 なら ℎ−1𝑔 ∈ 𝐺𝑥 である。した

がって

(ℎ−1𝑔) · 𝑥 = 𝑥

であり、 左
ひだり

から ℎ を作用
さよう

させると 𝑔 · 𝑥 = ℎ · 𝑥 である。よって代表元
だいひょうげん

を変
か

えても行
い

き先
さき

は変
か

わらない。

逆
ぎゃく

に 𝑔 · 𝑥 = ℎ · 𝑥 なら ℎ−1𝑔 · 𝑥 = 𝑥 なので ℎ−1𝑔 ∈ 𝐺𝑥、したがって 𝑔𝐺𝑥 = ℎ𝐺𝑥 である。よってこの写像
しゃぞう

は

単射
たんしゃ

かつ全射
ぜんしゃ

である。有限群
ゆうげんぐん

の場合
ばあい

、

| 𝐺 · 𝑥 | = [𝐺 : 𝐺𝑥] = | 𝐺 |
| 𝐺𝑥|

が得
え

られる。
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data/lecture/math/abstract-algebra/環の基本-講義.n.md md 4fe62c2

環
かん

ring

の基本
きほん

群
ぐん

group

は一
ひと

つの演算
えんざん

operation

を持
も

つ構造
こうぞう

structure

だった。環
かん

ring

は、加法
かほう

addition

と 乗法
じょうほう

multiplication

という二
ふた

つの演算
えんざん

operation

を同時
どうじ

に持
も

つ構造
こうぞう

structure

である。

環
かん

ring

を学
まな

ぶ目的
もくてき

は、整数
せいすう

integer

、多項式
たこうしき

polynomial

、行列
ぎょうれつ

matrix

、剰余類
じょうよるい

residue class

を同
おな

じ言葉
ことば

で 扱
あつか

うことである。これらは見
み

た目
め

は違
ちが

うが、

加法
かほう

addition

と 乗法
じょうほう

multiplication

が分配法則
ぶんぱいほうそく

distributive law

で結
むす

びついている。

1 環
かん

の定義
ていぎ

集合
しゅうごう

set

 𝑅 と二
ふた

つの演算
えんざん

operation

 +、· の組
くみ

 (𝑅, +, ·) が環
かん

ring

であるとは、次
つぎ

を満
み

たすことである。

まず、(𝑅, +) は可換群
かかんぐん

abelian group

である。つまり、加法
かほう

addition

には 0 があり、各
かく

元
げん

element

 𝑎 に加法逆元
かほうぎゃくげん

additive inverse

 −𝑎 がある。

次
つぎ

に、 乗法
じょうほう

multiplication

は閉
と

じていて結合法則
けつごうほうそく

associative law

を満
み

たす。

(𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐)

さらに、加法
かほう

addition

と 乗法
じょうほう

multiplication

は分配法則
ぶんぱいほうそく

distributive law

で結
むす

ばれる。

𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐

(𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐

乗法単位元
じょうほうたんいげん

multiplicative identity

 1 を要求
ようきゅう

する流儀
りゅうぎ

も多
おお

い。この教材
きょうざい

では、特
とく

に 断
ことわ

らない限
かぎ

り、環
かん

ring

は乗法単位元
じょうほうたんいげん

multiplicative identity

を持
も

つものと

して 扱
あつか

う。

2 何故
なぜ

乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

を要求
ようきゅう

しないか

整数
せいすう

環
かん

 ℤ では、2 の 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

は整数
せいすう

の中
なか

に存在
そんざい

しない。もし環
かん

の定義
ていぎ

で 0 以
い

外
そと

全
すべ

てに 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

を要求
ようきゅう

す

ると、整数
せいすう

を環
かん

として 扱
あつか

えなくなる。

環
かん

は、割
わ

り算
ざん

までは要求
ようきゅう

しない。その代
か

わり、足
た

し算
ざん

と掛
か

け算
ざん

が一緒
いっしょ

に動
うご

く構造
こうぞう

を保
たも

つ。

0 以
い

外
そと

全
すべ

てに 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

を要求
ようきゅう

した可換環
かかんかん

が体
たい

である。
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→
講義

体の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/体の基本-講義/

3 基本
きほん

例
れい

環
かん

加法
かほう

乗法
じょうほう

特徴
とくちょう

ℤ 整数
せいすう

の加法
かほう

整数
せいすう

の乗法
じょうほう

割
わ

り算
ざん

は一般
いっぱん

に閉
と

じない

ℤ/𝑛ℤ 剰余類
じょうよるい

の加法
かほう

剰余類
じょうよるい

の乗法
じょうほう

合成数
ごうせいすう

法
ほう

では零因子
れいいんし

が 表
あらわ

れる

𝐹[𝑥] 多項式
たこうしき

の加法
かほう

多項式
たこうしき

の乗法
じょうほう

係数体
けいすうたい

 𝐹  上
うえ

の多項式環
たこうしきかん

𝑀𝑛(𝐹) 行列
ぎょうれつ

の加法
かほう

行列積
ぎょうれつせき

一般
いっぱん

に非可換
ひかかん

行列積
ぎょうれつせき

が非可換
ひかかん

であるため、環
かん

では乗法
じょうほう

の可換性
かかんせい

を 必
かなら

ずしも要求
ようきゅう

しない。

→
講義

行列の積の意味
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列の積の意味-講義/

𝑀𝑛(𝐹) は非可換
ひかかん

環
かん

の代表例
だいひょうれい

として挙
あ

げている。行列
ぎょうれつ

の詳
くわ

しい理論
りろん

は、この 章
しょう

の環
かん

の定義
ていぎ

には必要
ひつよう

ない。

4 何
なに

が保存
ほぞん

されるか

環
かん

では、加法
かほう

の群
ぐん

構造
こうぞう

、乗法
じょうほう

の結合法則
けつごうほうそく

、分配法則
ぶんぱいほうそく

が保存
ほぞん

される。足
た

し算
ざん

だけを見
み

ると群
ぐん

であり、掛
か

け算
ざん

だけを見
み

るとモノイドに近
ちか

い構造
こうぞう

である。分配法則
ぶんぱいほうそく

があるため、展開
てんかい

や因数分解
いんすうぶんかい

のような計算
けいさん

ができる。

5 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

環・イデアル・商環
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/環・イデアル・商環-基本演習/
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6 まとめ

環
かん

ring

は、加法
かほう

addition

と 乗法
じょうほう

multiplication

を分配法則
ぶんぱいほうそく

distributive law

で結
むす

んだ代数的構造
だいすうてきこうぞう

algebraic structure

である。整数
せいすう

integer

、多項式
たこうしき

polynomial

、剰余類
じょうよるい

residue class

、行列
ぎょうれつ

matrix

を同
おな

じ言葉
ことば

で 扱
あつか

える。 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

を全
すべ

てに要求
ようきゅう

しないため、整数
せいすう

integer

や多項式
たこうしき

polynomial

を自然
しぜん

に含
ふく

められる。

7 補足
ほそく

：単元
たんげん

と体
たい

の違
ちが

い

環
かん

 𝑅 の元
げん

 𝑢 が単元
たんげん

unit

であるとは、ある 𝑣 ∈ 𝑅 が存在
そんざい

して

𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 1

となることである。体
たい

では 0 以外
いがい

の全
すべ

ての元
げん

が単元
たんげん

である。しかし一般
いっぱん

の環
かん

では、単元
たんげん

は一部
いちぶ

の元
げん

だけで

ある。

たとえば ℤ の単元
たんげん

は 1 と −1 だけである。2 は ℤ の元
げん

だが、2𝑣 = 1 となる整数
せいすう

 𝑣 は存在
そんざい

しない。したがっ

て、環
かん

では「掛
か

けられる」ことと「割
わ

れる」ことを区別
くべつ

する必要
ひつよう

がある。

8 注意
ちゅうい

：可換
かかん

でない環
かん

行列
ぎょうれつ

環
かん

 𝑀𝑛(𝐹) では、一般
いっぱん

に 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴 である。このため、環
かん

の計算
けいさん

では乗法
じょうほう

の順序
じゅんじょ

を勝手
かって

に入
い

れ替
か

えて

はいけない。可換環
かかんかん

であることを使
つか

う議論
ぎろん

では、その仮定
かてい

を明示
めいじ

することが重要
じゅうよう

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/イデアルと商環-講義.n.md md 51c5e16

イデアルと 商環
しょうかん

quotient ring

群
ぐん

で 商群
しょうぐん

を作
つく

るには正規部分群
せいきぶぶんぐん

が必要
ひつよう

だった。環
かん

で 商環
しょうかん

を作
つく

るには、正規部分群
せいきぶぶんぐん

に対応
たいおう

する役割
やくわり

を持
も

つ

部分集合
ぶぶんしゅうごう

が必要
ひつよう

である。それがイデアル
ideal

である。

1 イデアルの定義
ていぎ

環
かん

 𝑅 の部分集合
ぶぶんしゅうごう

 𝐼  がイデアルであるとは、0 ∈ 𝐼  であり、さらに次
つぎ

を満
み

たすことである。

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼

𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 and 𝑎𝑟 ∈ 𝐼

0 ∈ 𝐼  により 𝐼  は空
から

ではない。第一
だいいち

条件
じょうけん

は、𝐼  が加法
かほう

について部分群
ぶぶんぐん

であることを 表
あらわ

す。第二
だいに

条件
じょうけん

は、環
かん

の任意
にんい

の元
げん

を掛
か

けても 𝐼  の中
なか

に残
のこ

ることを 表
あらわ

す。

可換環
かかんかん

では 𝑟𝑎 と 𝑎𝑟 は同
おな

じなので、片側
かたがわ

だけ確認
かくにん

すればよい。

2 何故
なぜ

イデアルが必要
ひつよう

か

商環
しょうかん

では、𝐼  の元
げん

を 0 とみなす。つまり、𝑎 と 𝑏 の差
さ

が 𝐼  に属
ぞく

するとき、同
おな

じ元
げん

として 扱
あつか

う。

𝑎 ∼ 𝑏 ⟺ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼

この同値関係
どうちかんけい

で作
つく

った同値類
どうちるい

を使
つか

い、

[𝑎] + [𝑏] = [𝑎 + 𝑏]

[𝑎][𝑏] = [𝑎𝑏]

と定義
ていぎ

したい。この乗法
じょうほう

が代表元
だいひょうげん

によらず定
さだ

まるために、イデアル条件
じょうけん

が必要
ひつよう

である。

ここでの同値類
どうちるい

は 𝑎 + 𝐼 = {𝑎 + 𝑖 ∣ 𝑖 ∈ 𝐼} と書
か

ける。商環
しょうかん

では、これらの類
るい

全体
ぜんたい

を元
げん

として 扱
あつか

う。
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3 整数
せいすう

の例
れい

𝑛ℤ = {𝑛𝑘 ∣ 𝑘 ∈ ℤ} は ℤ のイデアルである。

商環
しょうかん

ℤ/𝑛ℤ

は、整数
せいすう

を 𝑛 の倍数
ばいすう

の差
さ

を無視
むし

してまとめたものである。これは合同式
ごうどうしき

の世界
せかい

そのものである。

→
講義

合同式と mod 演算の基本
lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義/

4 商群
しょうぐん

との対応
たいおう

群論
ぐんろん

環論
かんろん

正規部分群
せいきぶぶんぐん

イデアル

商群
しょうぐん

商環
しょうかん

群準同型
ぐんじゅんどうけい

の核
かく

環準同型
かんじゅんどうけい

の核
かく

第一同型定理
だいいちどうけいていり

第一同型定理
だいいちどうけいていり

どちらも、核
かく

として潰
つぶ

れる部分
ぶぶん

を 0 とみなして 商
しょう

を作
つく

るという点
てん

で同
おな

じである。

環準同型
かんじゅんどうけい

と第一同型定理
だいいちどうけいていり

は後
あと

で 扱
あつか

う。この 表
ひょう

は、イデアルが後
あと

で核
かく

として 現
あらわ

れるという見通
みとお

しを示
しめ

すた

めのものである。
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5 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

商環
しょうかん

では、イデアルの中
なか

の違
ちが

いを 0 として潰
つぶ

す。変
か

わるのは元
げん

の粒度
りゅうど

である。一方
いっぽう

で、加法
かほう

、乗法
じょうほう

、分配法則
ぶんぱいほうそく

は 商
しょう

の上
うえ

でも well-defined
well-defined

 に保存
ほぞん

される。

6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：商環
しょうかん

の演算
えんざん

が代表元
だいひょうげん

によらない理由
りゆう

𝐼  を環
かん

 𝑅 のイデアル
ideal

 とする。剰余類
じょうよるい

の和
わ

と積
せき

を

(𝑎 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼) = (𝑎 + 𝑏) + 𝐼, (𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼) = 𝑎𝑏 + 𝐼

で定義
ていぎ

する。この定義
ていぎ

が代表元
だいひょうげん

に依存
いぞん

しないことを証明
しょうめい

する。

𝑎 + 𝐼 = 𝑎′ + 𝐼、𝑏 + 𝐼 = 𝑏′ + 𝐼  とする。これは 𝑎′ − 𝑎 ∈ 𝐼、𝑏′ − 𝑏 ∈ 𝐼  という意味
いみ

である。和
わ

については

(𝑎′ + 𝑏′) − (𝑎 + 𝑏) = (𝑎′ − 𝑎) + (𝑏′ − 𝑏) ∈ 𝐼

なので (𝑎′ + 𝑏′) + 𝐼 = (𝑎 + 𝑏) + 𝐼  である。

積
せき

については

𝑎′𝑏′ − 𝑎𝑏 = 𝑎′𝑏′ − 𝑎′𝑏 + 𝑎′𝑏 − 𝑎𝑏 = 𝑎′(𝑏′ − 𝑏) + (𝑎′ − 𝑎)𝑏

である。𝑏′ − 𝑏 ∈ 𝐼  であり、𝐼  は環
かん

の要素
ようそ

を掛
か

けても 𝐼  の中
なか

に残
のこ

るので 𝑎′(𝑏′ − 𝑏) ∈ 𝐼  である。同
おな

じく (𝑎′ −

𝑎)𝑏 ∈ 𝐼  である。したがって 𝑎′𝑏′ − 𝑎𝑏 ∈ 𝐼  であり、𝑎′𝑏′ + 𝐼 = 𝑎𝑏 + 𝐼  である。

この証明
しょうめい

から、イデアルの条件
じょうけん

は「余
あま

りの類
るい

どうしを掛
か

けても壊
こわ

れない」ための条件
じょうけん

だと分
わ

かる。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

環・イデアル・商環
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/環・イデアル・商環-基本演習/
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8 まとめ

イデアルは、商環
しょうかん

を作
つく

るための部分集合
ぶぶんしゅうごう

である。商環
しょうかん

では、イデアルの元
げん

を 0 とみなし、残
のこ

った剰余類
じょうよるい

に

加法
かほう

と乗法
じょうほう

を入
い

れる。整数
せいすう

の ℤ/𝑛ℤ は 最
もっと

も基本
きほん

的
てき

な商環
しょうかん

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/整域・零因子・多項式環-講義.n.md md 1726d54

整域
せいいき

integral domain

・零因子
れいいんし

zero divisor

・多項式環
たこうしきかん

polynomial ring

環
かん

では、0 でない二
ふた

つの元
げん

を掛
か

けた結果
けっか

が 0 になることがある。この現象
げんしょう

は、掛
か

け算
ざん

によって情報
じょうほう

が潰
つぶ

れ

ることを意味
いみ

する。その原因
げんいん

になる元
げん

を零因子
れいいんし

という。

1 零因子
れいいんし

環
かん

 𝑅 の 0 でない元
げん

 𝑎 が零因子
れいいんし

であるとは、0 でない元
げん

 𝑏 が存在
そんざい

して

𝑎𝑏 = 0

または

𝑏𝑎 = 0

となることである。

たとえば ℤ/6ℤ では、

[2][3] = [6] = [0]

である。[2] も [3] も 0 ではないので、零因子
れいいんし

である。

2 整域
せいいき

整域
せいいき

integral domain

とは、0 でない元
げん

どうしの積
せき

が 0 にならない可換環
かかんかん

である。つまり、

𝑎𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 or 𝑏 = 0

が成
な

り立
た

つ。

整数
せいすう

環
かん

 ℤ は整域
せいいき

である。実数
じっすう

体
たい

 ℝ も整域
せいいき

である。一方
いっぽう

、ℤ/6ℤ は整域
せいいき

ではない。
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3 何故
なぜ

整域
せいいき

が重要
じゅうよう

か

整域
せいいき

では、0 でない元
げん

による掛
か

け算
ざん

で情報
じょうほう

が潰
つぶ

れない。たとえば 𝑎 ≠ 0 のとき、

𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 ⇒ 𝑏 = 𝑐

が成
な

り立
た

つ。実際
じっさい

、両辺
りょうへん

を移項
いこう

すると

𝑎(𝑏 − 𝑐) = 0

であり、整域
せいいき

なので 𝑏 − 𝑐 = 0 である。

ここでは割
わ

り算
ざん

を使
つか

っていない。0 でない元
げん

で割
わ

ったのではなく、零因子
れいいんし

がないことを使
つか

って消去
しょうきょ

してい

る。

4 多項式環
たこうしきかん

環
かん

 𝑅 上
うえ

の多項式
たこうしき

全体
ぜんたい

𝑅[𝑥]

は環
かん

になる。係数
けいすう

が体
たい

 𝐹  に属
ぞく

する場合
ばあい

、𝐹[𝑥] は特
とく

に重要
じゅうよう

である。

𝐹[𝑥] では、次
つぎ

数
かず

、割
わ

り算
ざん

、既約多項式
きやくたこうしき

などを使
つか

って整数
せいすう

論
ろん

に似
に

た議論
ぎろん

ができる。

→
講義

多項式
lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/多項式-講義/

5 体
たい

との関係
かんけい

体
たい

の正式
せいしき

な定義
ていぎ

は次
つぎ

の講義
こうぎ

で 扱
あつか

う。この節
せつ

では先取
さきど

りとして、体
たい

を「0 でない全
すべ

ての元
げん

が 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

を持
も

つ

可換環
かかんかん

」として使
つか

う。

全
すべ

ての体
たい

は整域
せいいき

である。何故
なぜ

なら、𝑎 ≠ 0 で 𝑎𝑏 = 0 なら、𝑎−1 を掛
か

けて

𝑏 = 0
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が 導
みちび

かれるからである。この場面
ばめん

では 𝑎−1 を使
つか

うため、𝑎 ≠ 0 の確認
かくにん

が必要
ひつよう

である。

6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：整域
せいいき

で消去法則
しょうきょほうそく

が成
な

り立
た

つ理由
りゆう

整域
せいいき

integral domain

 では、𝑎 ≠ 0 かつ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 なら 𝑏 = 𝑐 である。

証明
しょうめい

する。𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 から

𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 = 0

である。分配法則
ぶんぱいほうそく

より

𝑎(𝑏 − 𝑐) = 0

である。𝑎 ≠ 0 であり、整域
せいいき

には零因子
れいいんし

がないので、𝑏 − 𝑐 = 0 でなければならない。よって 𝑏 = 𝑐 である。

ここで文字式
もじしき

の割
わ

り算
ざん

は使
つか

っていない。𝑎 で割
わ

るのではなく、「𝑎 ≠ 0 で 𝑎(𝑏 − 𝑐) = 0 なら 𝑏 − 𝑐 = 0」とい

う零因子
れいいんし

の不存在
ふそんざい

を使
つか

っている。体
たい

での消去
しょうきょ

は逆元
ぎゃくげん

で掛
か

ける方法
ほうほう

でも説明
せつめい

できるが、整域
せいいき

ではこの証明
しょうめい

の

方
ほう

が本質
ほんしつ

である。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

整域・体・有限体
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/整域・体・有限体-基本演習/

8 まとめ

零因子
れいいんし

は、0 でない元
げん

どうしの積
せき

を 0 にしてしまう元
げん

である。整域
せいいき

ではそのような潰
つぶ

れが起
お

きない。

多項式環
たこうしきかん

は、環論
かんろん

と代数
だいすう

・整数
せいすう

論
ろん

をつなぐ基本
きほん

的
てき

な例
れい

である。
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9 定理
ていり

：整域
せいいき

上
うえ

の多項式環
たこうしきかん

も整域
せいいき

𝑅 が 整域
せいいき

integral domain

なら、𝑅[𝑥] も整域
せいいき

である。

証明
しょうめい

する。0 でない多項式
たこうしき

 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] を取
と

る。𝑓  の最高次
さいこうじ

の係数
けいすう

を 𝑎、𝑔 の最高次
さいこうじ

の係数
けいすう

を 𝑏 とする。

𝑓, 𝑔 は 0 でないので 𝑎 ≠ 0、𝑏 ≠ 0 である。𝑅 は整域
せいいき

なので 𝑎𝑏 ≠ 0 である。

積
せき

 𝑓𝑔 の最高次
さいこうじ

の係数
けいすう

は 𝑎𝑏 なので、𝑓𝑔 は 0 多項式
たこうしき

ではない。したがって 0 でない多項式
たこうしき

どうしの積
せき

は 0 に

ならず、𝑅[𝑥] は整域
せいいき

である。

この定理
ていり

により、体
たい

 𝐹  上
うえ

の多項式環
たこうしきかん

 𝐹[𝑥] では次数
じすう

を使
つか

った議論
ぎろん

が安定
あんてい

する。
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data/lecture/math/abstract-algebra/体の基本-講義.n.md md 9cc4067

体
たい

field

の基本
きほん

体
たい

field

は、0 以
い

外
そと

の 元
げん

element

で割
わ

り算
ざん

ができる 可換環
かかんかん

commutative ring

である。体
たい

field

を学
まな

ぶ理由
りゆう

は、方程式
ほうていしき

、線型代数
せんけいだいすう

linear algebra

、多項式
たこうしき

の計算
けいさん

を

安定
あんてい

して 行
おこな

うためである。

整数
せいすう

では 2𝑥 = 1 を整数
せいすう

の中
なか

で解
と

けない。しかし有理数
ゆうりすう

や実数
じっすう

では 𝑥 = 1/2 と解
と

ける。この違
ちが

いを構造
こうぞう

とし

て 表
あらわ

したものが体
たい

field

である。

1 体
たい

field

の定義
ていぎ

可換環
かかんかん

commutative ring

 𝐹  が体
たい

field

であるとは、0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐹  の任意
にんい

の 元
げん

element

が 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

を持
も

つことである。

∀𝑎 ∈ 𝐹, 𝑎 ≠ 0 ⇒ ∃𝑎−1 ∈ 𝐹 such that 𝑎𝑎−1 = 1

ここで 0 を除
のぞ

くことが重要
じゅうよう

である。0 に 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

は存在
そんざい

しない。もし 0𝑏 = 1 となる 𝑏 があれば、左辺
さへん

は 

0 なので矛盾
むじゅん

する。

2 基本
きほん

例
れい

ℚ, ℝ, ℂ

は体
たい

field

である。

一方
いっぽう

、ℤ は体
たい

field

ではない。2 の 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

 1/2 が整数
せいすう

ではないからである。

また、𝑝 が 素数
そすう

prime number

のとき

ℤ/𝑝ℤ

は体
たい

field

である。0 でない剰余類
じょうよるい

residue class

 [𝑎] について、gcd(𝑎, 𝑝) = 1 なので 逆元
ぎゃくげん

inverse element

が存在
そんざい

する。
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3 体
たい

field

上
うえ

で線型代数
せんけいだいすう

linear algebra

が動
うご

く理由
りゆう

線型代数
せんけいだいすう

linear algebra

では、係数
けいすう

を割
わ

る操作
そうさ

が頻繁
ひんぱん

に 表
あらわ

れる。たとえば掃
は

き出
だ

し法
ほう

Gaussian elimination

では、主成分
しゅせいぶん

pivot

を 1 にするために 0 で

ない数
かず

で割
わ

る。

→
講義

行基本変形の基本
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行基本変形の基本-講義/

この操作
そうさ

が正当化
せいとうか

されるのは、係数
けいすう

が体
たい

field

の 元
げん

element

であり、0 でない 元
げん

element

に 逆元
ぎゃくげん

inverse element

が存在
そんざい

するからである。

この節
せつ

は応用
おうよう

への見通
みとお

しであり、線型代数
せんけいだいすう

の結果
けっか

を以後
いご

の体
たい

の定義
ていぎ

や証明
しょうめい

の前提
ぜんてい

にはしない。

4 体
たい

field

と 整域
せいいき

integral domain

全
すべ

ての体
たい

field

は 整域
せいいき

integral domain

である。何故
なぜ

なら、𝑎𝑏 = 0 かつ 𝑎 ≠ 0 なら、𝑎−1 を掛
か

けて

𝑏 = 0

が 導
みちび

かれるからである。この議論
ぎろん

では 𝑎 ≠ 0 を使
つか

っている。0 で割
わ

っているわけではなく、0 でない 元
げん

element

の

逆元
ぎゃくげん

inverse element

を使
つか

っている。

逆
ぎゃく

に、全
すべ

ての 整域
せいいき

integral domain

が体
たい

field

であるわけではない。ℤ は 整域
せいいき

integral domain

だが体
たい

field

ではない。

5 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか

環
かん

ring

から体
たい

field

へ進
すす

むと、0 以
い

外
そと

の 元
げん

element

で割
わ

り算
ざん

ができるようになる。保存
ほぞん

されるのは、加法
かほう

addition

、 乗法
じょうほう

multiplication

、分配法則
ぶんぱいほうそく

distributive law

、

可換性
かかんせい

commutativity

である。追加
ついか

されるのは、0 以
い

外
そと

の 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

である。

6 証明
しょうめい

補足
ほそく

：体
たい

field

は 整域
せいいき

integral domain

である

体
たい

field

 は零因子
れいいんし

zero divisor

を持
も

たない。つまり、𝑎𝑏 = 0 なら 𝑎 = 0 または 𝑏 = 0 である。
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証明
しょうめい

する。𝑎𝑏 = 0 とし、𝑎 ≠ 0 と仮定
かてい

する。体
たい

field

では 0 でない要素
ようそ

 𝑎 に 逆元
ぎゃくげん

inverse element

 𝑎−1 が存在
そんざい

する。左
ひだり

から 𝑎−1 

を掛
か

けると

𝑎−1(𝑎𝑏) = 𝑎−10

である。結合法則
けつごうほうそく

より (𝑎−1𝑎)𝑏 = 0、つまり 𝑏 = 0 である。したがって 𝑎𝑏 = 0 なら 𝑎 = 0 または 𝑏 = 0 である。

ここでは 𝑎 ≠ 0 を確認
かくにん

してから 𝑎−1 を使
つか

っている。𝑎 = 0 の場合
ばあい

はすでに結論
けつろん

が成
な

り立
た

つので、 逆元
ぎゃくげん

inverse element

を使
つか

う必要
ひつよう

がない。

7 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

整域・体・有限体
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/整域・体・有限体-基本演習/

8 まとめ

体
たい

field

は、0 以
い

外
そと

の 元
げん

element

に 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

multiplicative inverse

がある 可換環
かかんかん

commutative ring

である。割
わ

り算
ざん

ができるため、方程式
ほうていしき

や線型代数
せんけいだいすう

linear algebra

の基本
きほん

操作
そうさ

が自然
しぜん

に正当化
せいとうか

される。
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data/lecture/math/abstract-algebra/有限体の入口-講義.n.md md ff5949d

有限体
ゆうげんたい

finite field

の入口
いりぐち

有限体
ゆうげんたい

は、有限個
ゆうげんこ

の元
げん

しか持
も

たない体
たい

である。有限
ゆうげん

なのに割
わ

り算
ざん

ができるという点
てん

が重要
じゅうよう

であり、符号理論
ふごうりろん

や暗号
あんごう

に 現
あらわ

れる。

最初
さいしょ

の例
れい

は、素数
そすう

 𝑝 に対
たい

する

𝔽𝑝 = ℤ/𝑝ℤ

である。

1 何故
なぜ

素数
そすう

が必要
ひつよう

か

ℤ/𝑛ℤ が体
たい

になるには、0 でない剰余類
じょうよるい

が全
すべ

て逆元
ぎゃくげん

を持
も

つ必要
ひつよう

がある。

[𝑎] が逆元
ぎゃくげん

を持
も

つ条件
じょうけん

は

gcd(𝑎, 𝑛) = 1

である。

もし 𝑛 = 𝑝 が素数
そすう

なら、[𝑎] ≠ [0] であることは 𝑝 ∤ 𝑎 を意味
いみ

する。したがって gcd(𝑎, 𝑝) = 1 であり、逆元
ぎゃくげん

が

存在
そんざい

する。

一方
いっぽう

、𝑛 が合成数
ごうせいすう

で 𝑛 = 𝑎𝑏、1 < 𝑎, 𝑏 < 𝑛 と書
か

けるなら、

[𝑎][𝑏] = [0]

だが [𝑎] も [𝑏] も 0 ではない。零因子
れいいんし

があるので体
たい

ではない。

2 具体例
ぐたいれい

：F_5

𝔽5 = {[0], [1], [2], [3], [4]} である。
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[2] の逆元
ぎゃくげん

は [3] である。何故
なぜ

なら

[2][3] = [6] = [1]

だからである。

このように、有限体
ゆうげんたい

では有限個
ゆうげんこ

の 表
ひょう

を使
つか

って足
た

し算
ざん

と掛
か

け算
ざん

を完全
かんぜん

に記述
きじゅつ

できる。

3 素数冪
そすうべき

の有限体
ゆうげんたい

有限体
ゆうげんたい

の元
げん

の個数
こすう

は、 必
かなら

ず

𝑝𝑚

の 形
かたち

になる。ここで 𝑝 は素数
そすう

で、𝑚 ≥ 1 である。

この事実
じじつ

の証明
しょうめい

には、有限体
ゆうげんたい

をより詳
くわ

しく調
しら

べる準備
じゅんび

が必要
ひつよう

である。このページでは、元
げん

の個数
こすう

がどの 形
かたち

で 現
あらわ

れるかという見通
みとお

しとして使
つか

う。

𝑚 = 1 の場合
ばあい

が 𝔽𝑝 である。𝑚 > 1 の有限体
ゆうげんたい

は、単
たん

に ℤ/𝑝𝑚ℤ ではない。実際
じっさい

、ℤ/4ℤ には [2]2 = [0] という

零因子
れいいんし

があるので体
たい

ではない。

高
たか

次
つぎ

の有限体
ゆうげんたい

は、既約多項式
きやくたこうしき

で割
わ

った商環
しょうかん

として構成
こうせい

される。

𝔽𝑝[𝑥]/(𝑓(𝑥))

ここで 𝑓(𝑥) は 𝔽𝑝[𝑥] の既約多項式
きやくたこうしき

である。

既約多項式
きやくたこうしき

とは、その係数
けいすう

の体
たい

の上
うえ

で、定数
ていすう

でない二
ふた

つの多項式
たこうしき

の積
せき

に分解
ぶんかい

できない多項式
たこうしき

である。この

構成
こうせい

は見通
みとお

しであり、このページの基本
きほん

計算
けいさん

は 𝔽𝑝 = ℤ/𝑝ℤ を中心
ちゅうしん

に 行
おこな

う。

4 何
なに

を変
か

えて何
なに

を保存
ほぞん

するか

有限体
ゆうげんたい

では、数
かず

の個数
こすう

は有限
ゆうげん

になる。しかし、体
たい

としての加法
かほう

、乗法
じょうほう

、0 以
い

外
そと

での割
わ

り算
ざん

は保存
ほぞん

される。有限性
ゆうげんせい

により、計算
けいさん

機
き

で 扱
あつか

いやすく、暗号
あんごう

や 誤
あやま

り訂正
ていせい

に応用
おうよう

できる。
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5 証明
しょうめい

補足
ほそく

：有限整域
ゆうげんせいいき

は体
たい

である

有限
ゆうげん

な整域
せいいき

 𝑅 は体
たい

field

 である。

証明
しょうめい

する。𝑎 ∈ 𝑅、𝑎 ≠ 0 を取
と

る。𝑅 が体
たい

であることを示
しめ

すには、𝑎 の 乗法逆元
じょうほうぎゃくげん

が存在
そんざい

することを示
しめ

れば

よい。

写像
しゃぞう

𝜇𝑎 : 𝑅 → 𝑅, 𝑥 ↦ 𝑎𝑥

を 考
かんが

える。𝜇𝑎(𝑥) = 𝜇𝑎(𝑦) とすると 𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 である。𝑎 ≠ 0 で、𝑅 は整域
せいいき

なので消去法則
しょうきょほうそく

より 𝑥 = 𝑦 である。

したがって 𝜇𝑎 は単射
たんしゃ

である。

𝑅 は有限集合
ゆうげんしゅうごう

なので、𝑅 から 𝑅 への単射
たんしゃ

は全射
ぜんしゃ

である。よって 1 ∈ 𝑅 に対
たい

して、ある 𝑥 ∈ 𝑅 が存在
そんざい

して 

𝑎𝑥 = 1 である。これは 𝑥 が 𝑎 の逆元
ぎゃくげん

であることを意味
いみ

する。

有限性
ゆうげんせい

を使
つか

ったのは、単射
たんしゃ

から全射
ぜんしゃ

を 導
みちび

く箇所
かしょ

である。有限集合
ゆうげんしゅうごう

では、単射
たんしゃ

なら像
ぞう

の元
げん

数
すう

が 入力
にゅうりょく

の元
げん

数
すう

と同
おな

じになり、目標
もくひょう

の集合
しゅうごう

も同
おな

じ大
おお

きさなので全
すべ

ての元
げん

に届
とど

く。無限
むげん

ではこの推論
すいろん

は一般
いっぱん

には成
な

り立
た

たな

い。

6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

整域・体・有限体
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/整域・体・有限体-基本演習/

7 まとめ

有限体
ゆうげんたい

は、有限個
ゆうげんこ

の元
げん

を持
も

つ体
たい

である。ℤ/𝑝ℤ は素数
そすう

 𝑝 のとき有限体
ゆうげんたい

になるが、合成数
ごうせいすう

法
ほう

では零因子
れいいんし

が 生
しょう

じるため体
たい

にならない。一般
いっぱん

の有限体
ゆうげんたい

は素数冪
そすうべき

個
こ

の元
げん

を持
も

つ。
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8 例
れい

：4 個
こ

の元
げん

を持
も

つ有限体
ゆうげんたい

ℤ/4ℤ は体
たい

ではないが、4 個
こ

の元
げん

を持
も

つ有限体
ゆうげんたい

は存在
そんざい

する。𝔽2[𝑥] で

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1

を 考
かんが

える。この多項式
たこうしき

は 𝔽2 上
うえ

で根
こん

を持
も

たないので既約
きやく

である。そこで

𝔽4 = 𝔽2[𝑥]/(𝑥2 + 𝑥 + 1)

と定義
ていぎ

する。𝛼 = [𝑥] と書
か

くと、関係式
かんけいしき

𝛼2 + 𝛼 + 1 = 0

から、標数
ひょうすう

 2 では

𝛼2 = 𝛼 + 1

が成
な

り立
た

つ。したがって元
げん

は

0, 1, 𝛼, 𝛼 + 1

の 4 個
こ

である。この例
れい

は、素数冪
そすうべき

の有限体
ゆうげんたい

が ℤ/𝑝𝑚ℤ ではなく、既約多項式
きやくたこうしき

による商環
しょうかん

として 現
あらわ

れること

を示
しめ

している。

二
に

次
じ

または三
さん

次
じ

の多項式
たこうしき

では、根
こん

を持
も

たないことから既約
きやく

であることが分
わ

かる。また、標数
ひょうすう

 2 とは 1 + 1 =

0 が成
な

り立
た

つという意味
いみ

である。
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data/lecture/math/abstract-algebra/準同型の基本-講義.n.md md 1e7b436

準同型
じゅんどうけい

homomorphism

の基本
きほん

準同型
じゅんどうけい

homomorphism

は、演算
えんざん

operation

を保
たも

つ写像
しゃぞう

map

である。 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

abstract algebra

では、対象
たいしょう

そのものよりも、対象
たいしょう

どうしを構造
こうぞう

structure

を壊
こわ

さずに

移
うつ

す写像
しゃぞう

map

が重要
じゅうよう

になる。

線型代数
せんけいだいすう

で線型
せんけい

写像
しゃぞう

linear map

が加法
かほう

addition

とスカラー倍
ばい

を保
たも

つように、 抽象代数
ちゅうしょうだいすう

abstract algebra

の準同型
じゅんどうけい

homomorphism

は群
ぐん

group

や環
かん

ring

の演算
えんざん

operation

を保
たも

つ。

→
講義

線型写像と行列
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

この類推
るいすい

は見通
みとお

しであり、このページの定義
ていぎ

と証明
しょうめい

では、前
まえ

に導入
どうにゅう

した群
ぐん

・環
かん

・写像
しゃぞう

だけを使
つか

う。

1 群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

群
ぐん

group

 𝐺, 𝐻  の 間
あいだ

の写像
しゃぞう

map

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  が 群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

であるとは、

𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)

を満
み

たすことである。

この条件
じょうけん

から、単位元
たんいげん

identity element

と逆元
ぎゃくげん

も保存
ほぞん

される。

2 環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

環
かん

ring

 𝑅, 𝑆 の 間
あいだ

の写像
しゃぞう

map

 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 が環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

であるとは、

𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)

を満
み

たすことである。単位元
たんいげん

identity element

を持
も

つ環
かん

ring

では、さらに

𝜑(1𝑅) = 1𝑆
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を要求
ようきゅう

する流儀
りゅうぎ

が多
おお

い。この教材
きょうざい

では、単位元
たんいげん

identity element

を保
たも

つ環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

を 標準
ひょうじゅん

とする。

3 核
かく

kernel

と像
ぞう

image

準同型
じゅんどうけい

homomorphism

の核
かく

kernel

は、単位元
たんいげん

identity element

または 0 に潰
つぶ

れる部分
ぶぶん

である。

群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

では

ker 𝜑 = {𝑔 ∈ 𝐺 ∣ 𝜑(𝑔) = 𝑒𝐻}

環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

では

ker 𝜑 = {𝑟 ∈ 𝑅 ∣ 𝜑(𝑟) = 0𝑆}

である。

像
ぞう

image

は、実際
じっさい

に到達
とうたつ

する元
げん

全体
ぜんたい

である。

Im 𝜑 = {𝜑(𝑥) ∣ 𝑥 ∈ domain}

4 何
なに

を変
か

え、何
なに

を保存
ほぞん

するか

準同型
じゅんどうけい

homomorphism

では、元
げん

の名前
なまえ

や表示
ひょうじ

は変
か

わる。しかし、演算
えんざん

operation

してから写
うつ

すことと、写
うつ

してから演算
えんざん

operation

することが一致
いっち

する。この意味
いみ

で、準同型
じゅんどうけい

homomorphism

は構造
こうぞう

structure

を保
たも

つ写像
しゃぞう

map

である。

同型
どうけい

isomorphism

は、可逆
かぎゃく

な準同型
じゅんどうけい

homomorphism

である。 同型
どうけい

isomorphism

なら、構造
こうぞう

structure

は完全
かんぜん

に保存
ほぞん

される。

5 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

準同型と同型
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/準同型と同型-基本演習/
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6 まとめ

準同型
じゅんどうけい

homomorphism

は、演算
えんざん

operation

を保存
ほぞん

する写像
しゃぞう

map

である。群準同型
ぐんじゅんどうけい

group homomorphism

は群
ぐん

group

の積
せき

を保
たも

ち、環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

は加法
かほう

addition

と 乗法
じょうほう

multiplication

を保
たも

つ。核
かく

kernel

は

潰
つぶ

れる部分
ぶぶん

、像
ぞう

image

は到達
とうたつ

する部分
ぶぶん

であり、 商構造
しょうこうぞう

quotient structure

と準同型定理
じゅんどうけいていり

homomorphism theorem

につながる。

7 例
れい

：評価写像
ひょうかしゃぞう

evaluation map

は環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

体
たい

field

 𝐹  と 𝑐 ∈ 𝐹  に対
たい

して、多項式環
たこうしきかん

polynomial ring

 𝐹[𝑥] から 𝐹  への写像
しゃぞう

map

ev𝑐 : 𝐹 [𝑥] → 𝐹, 𝑓(𝑥) ↦ 𝑓(𝑐)

を評価写像
ひょうかしゃぞう

evaluation map

という。これは環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

である。なぜなら

ev𝑐(𝑓 + 𝑔) = 𝑓(𝑐) + 𝑔(𝑐)

かつ

ev𝑐(𝑓𝑔) = 𝑓(𝑐)𝑔(𝑐)

が成
な

り立
た

つからである。

この写像
しゃぞう

map

の核
かく

kernel

は、𝑐 を根
こん

に持
も

つ多項式
たこうしき

全体
ぜんたい

である。つまり

ker(ev𝑐) = {𝑓(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] ∣ 𝑓(𝑐) = 0}

である。核
かく

kernel

がイデアル
ideal

になることは、準同型
じゅんどうけい

homomorphism

と 商環
しょうかん

quotient ring

が結
むす

びつく基本例
きほんれい

である。

8 証明
しょうめい

補足
ほそく

：環準同型
かんじゅんどうけい

の核
かく

はイデアルである

𝜑 : 𝑅 → 𝑆 を環準同型
かんじゅんどうけい

ring homomorphism

とする。核
かく

を

ker 𝜑 = {𝑟 ∈ 𝑅 ∣ 𝜑(𝑟) = 0}

で定義
ていぎ

する。まず 𝜑(0𝑅) = 0𝑆  なので、0𝑅 ∈ ker 𝜑 であり、核
かく

は空
から

ではない。𝑎, 𝑏 ∈ ker 𝜑 なら、

𝜑(𝑎 − 𝑏) = 𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏) = 0 − 0 = 0

なので 𝑎 − 𝑏 ∈ ker 𝜑 である。また 𝑟 ∈ 𝑅、𝑎 ∈ ker 𝜑 なら、
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𝜑(𝑟𝑎) = 𝜑(𝑟)𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑟)0 = 0, 𝜑(𝑎𝑟) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑟) = 0𝜑(𝑟) = 0

なので 𝑟𝑎, 𝑎𝑟 ∈ ker 𝜑 である。したがって環準同型
かんじゅんどうけい

の核
かく

はイデアル
ideal

である。

像
ぞう

 Im 𝜑 は、和
わ

・差
さ

・積
せき

について閉
と

じている。さらに単位元
たんいげん

を保
たも

つ流儀
りゅうぎ

の環準同型
かんじゅんどうけい

では 𝜑(1𝑅) = 1𝑆  なので、

像
ぞう

は 𝑆 の中
なか

で同
おな

じ演算
えんざん

を受
う

け継
つ

ぐ部分環
ぶぶんかん

として 扱
あつか

える。
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data/lecture/math/abstract-algebra/準同型定理の見取り図-講義.n.md md 2e84104

準同型定理
じゅんどうけいていり

homomorphism theorem

の見取
みと

り図
ず

準同型定理
じゅんどうけいていり

の中
なか

心
こころ

にある 考
かんが

えは 単純
たんじゅん

である。準同型
じゅんどうけい

で同
おな

じ 値
あたい

に潰
つぶ

れる元
げん

を先
さき

に同一視
どういつし

すると、残
のこ

った

構造
こうぞう

は像
ぞう

と同
おな

じになる。

この見方
みかた

は、群
ぐん

、環
かん

、線型代数
せんけいだいすう

に共通
きょうつう

している。

→
講義

階数の基本
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

線型代数
せんけいだいすう

は類似
るいじ

を示
しめ

すための接続
せつぞく

であり、このページの証明
しょうめい

では群
ぐん

と環
かん

で導入
どうにゅう

した核
かく

・像
ぞう

・商
しょう

だけを使
つか

う。

1 第一準同型定理
だいいちじゅんどうけいていり

の 形
かたち

群準同型
ぐんじゅんどうけい

 𝜑 : 𝐺 → 𝐻  に対
たい

して、

𝐺/ ker 𝜑 ≅ Im 𝜑

が成
な

り立
た

つ。

環準同型
かんじゅんどうけい

 𝜑 : 𝑅 → 𝑆 に対
たい

しても、

𝑅/ ker 𝜑 ≅ Im 𝜑

が成
な

り立
た

つ。

式
しき

は同
おな

じ 形
かたち

である。違
ちが

うのは、群
ぐん

では核
かく

が正規部分群
せいきぶぶんぐん

であり、環
かん

では核
かく

がイデアルである点
てん

である。

2 何故
なぜ

そうなるか

写像
しゃぞう

 𝜑 は、核
かく

の中
なか

の元
げん

を単位元
たんいげん

または 0 に送
おく

る。したがって、核
かく

だけずれた元
げん

は同
おな

じ像
ぞう

を持
も

つ。

群
ぐん

の場合
ばあい

、

md a4b0254 p. 81

book:ja

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E9%9A%8E%E6%95%B0%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


𝑔 ker 𝜑

という剰余類
じょうよるい

を、

𝜑(𝑔)

へ送
おく

る写像
しゃぞう

を 考
かんが

える。この写像
しゃぞう

は、代表元
だいひょうげん

の選
えら

び方
かた

によらず定
さだ

まる。もし 𝑔 ker 𝜑 = 𝑔′ ker 𝜑 なら、𝑔−1𝑔′ ∈

ker 𝜑 なので 𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔′) である。

ここでは逆元
ぎゃくげん

を使
つか

っているため、群
ぐん

であることが必要
ひつよう

である。

3 線型代数
せんけいだいすう

との対応
たいおう

線型
せんけい

写像
しゃぞう

 𝑇 : 𝑉 → 𝑊  では、核
かく

は

ker 𝑇 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∣ 𝑇 (𝑣) = 0}

であり、像
ぞう

は

Im 𝑇 = {𝑇 (𝑣) ∣ 𝑣 ∈ 𝑉 }

である。核
かく

方向
ほうこう

を潰
つぶ

すと、残
のこ

る自由度
じゆうど

が像
ぞう

になる。この直感
ちょっかん

は、階数
かいすう

・退化
たいか

・商空間
しょうくうかん

の理解
りかい

につながる。

→
講義

線型写像と行列
lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

この対応
たいおう

は見通
みとお

しであり、線型
せんけい

写像
しゃぞう

の定理
ていり

を使
つか

って第一準同型定理
だいいちじゅんどうけいていり

を証明
しょうめい

しているわけではない。

4 何
なに

が変
か

わり、何
なに

が保存
ほぞん

されるか

準同型定理
じゅんどうけいていり

では、核
かく

の中
なか

の違
ちが

いを潰
つぶ

す。変
か

わるのは元
げん

の識別
しきべつ

の細
こま

かさである。保存
ほぞん

されるのは、準同型
じゅんどうけい

に

よって実際
じっさい

に観測
かんそく

できる構造
こうぞう

、つまり像
ぞう

である。
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5 証明
しょうめい

補足
ほそく

：第一同型定理
だいいちどうけいていり

の証明
しょうめい

𝜑 : 𝐺 → 𝐻  を群準同型
ぐんじゅんどうけい

とする。第一同型定理
だいいちどうけいていり

first isomorphism theorem

 は

𝐺/ ker 𝜑 ≅ Im 𝜑

を主張
しゅちょう

する。

ここでは群
ぐん

の場合
ばあい

を証明
しょうめい

する。環
かん

の場合
ばあい

も方針
ほうしん

は同
おな

じで、正規部分群
せいきぶぶんぐん

の代
か

わりにイデアルを使
つか

う。

写像
しゃぞう

Φ : 𝐺/ ker 𝜑 → Im 𝜑, 𝑔 ker 𝜑 ↦ 𝜑(𝑔)

を定義
ていぎ

する。まず well-defined であることを示
しめ

す。𝑔 ker 𝜑 = 𝑔′ ker 𝜑 なら 𝑔′−1𝑔 ∈ ker 𝜑 である。したがって

𝜑(𝑔′−1𝑔) = 𝑒

であり、𝜑(𝑔′)−1𝜑(𝑔) = 𝑒 だから 𝜑(𝑔) = 𝜑(𝑔′) である。

つぎに Φ は準同型
じゅんどうけい

である。

Φ((𝑔 ker 𝜑)(ℎ ker 𝜑)) = Φ(𝑔ℎ ker 𝜑) = 𝜑(𝑔ℎ) = 𝜑(𝑔)𝜑(ℎ)

である。全射
ぜんしゃ

は像
ぞう

の定義
ていぎ

から 従
したが

う。単射
たんしゃ

は、Φ(𝑔 ker 𝜑) = 𝑒 なら 𝜑(𝑔) = 𝑒、つまり 𝑔 ∈ ker 𝜑 なので 𝑔 ker 𝜑 =

ker 𝜑 となることから 従
したが

う。

よって Φ は同型
どうけい

であり、𝐺/ ker 𝜑 ≅ Im 𝜑 である。核
かく

で潰
つぶ

してから写
うつ

すと、ちょうど像
ぞう

だけが残
のこ

る、という

直感
ちょっかん

がこの証明
しょうめい

の内容
ないよう

である。

6 演習
えんしゅう

リンク

→
基本演習

準同型と同型
exercise math abstract-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/abstract-algebra/準同型と同型-基本演習/
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7 まとめ

第一準同型定理
だいいちじゅんどうけいていり

は、「核
かく

で割
わ

ると像
ぞう

になる」という定理
ていり

である。群
ぐん

、環
かん

、線型
せんけい

写像
しゃぞう

で同
おな

じ 形
かたち

が 現
あらわ

れるため、

抽象代数
ちゅうしょうだいすう

と線型代数
せんけいだいすう

を結
むす

ぶ重要
じゅうよう

な見取
みと

り図
ず

になる。
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