
ごうどうしき

合同式と mod 
えんざん

演算の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) とは「
あま

余りが
おな

同じ」の
りゃっき

略記ではなく、「ℤ/𝑛ℤ という
だいすうけい

代数系の
なか

中で
おな

同

じ
げん

元である」という
しゅちょう

主張であることだ。
あま

余りで
けいさん

計算できる
りゆう

理由は「
ちょっかんてき

直感的に
ただ

正しそう」だからではない。
だいひょうげん

代表元の
えら

選び
かた

方によらず
えんざん

演算が
ていぎ

定義でき

る（
せいごうせい

整合性が
ほしょう

保証される）という
しょうめい

証明によって
せいとうか

正当化される。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
ごうどうしき

合同式
Modular congruence

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) ⟺ 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)

を
ごうどうしき

合同式
Modular congruence

という。

「
ごうどう

合同」の
めいめい

命名：
きかがく

幾何学の「
ごうどう

合同」（
かたち

形 が
いっち

一致）から
るいひ

類比。n を
ほう

法（modulus）としてみると
いち

位置が
おな

同じ、と

いう
かんかく

感覚。
えいご

英語 congruence（
いっち

一致・
ごうどう

合同）はガウスが
ちょしょ

著書「
すうろん

数論
たんきゅう

探究」（1801 
ねん

年）で
どうにゅう

導入。

2.2 
じょうよるい

剰余類
Residue class

[𝑎]𝑛 = {𝑎 + 𝑘𝑛 ∣ 𝑘 ∈ ℤ}（𝑎 と
おな

同じ
あま

余りを
も

持つ
せいすう

整数の
しゅうごう

集合）を 𝑎 の
じょうよるい

剰余類
Residue class

という。ℤ/𝑛ℤ = {[0], [1], …, [𝑛 − 1]} 

は 𝑛 
こ

個の
じょうよるい

剰余類からなる。

3 
ほうしん

方針

1.
ごうどうしき

合同式の
ていぎ

定義を
あま

余りと
むす

結びつける

2.
た

足し
ざん

算・
か

掛け
ざん

算が
だいひょうげん

代表元に
いぞん

依存しないことを
しょうめい

証明（
えんざん

演算の
せいごうせい

整合性）

3.
ぎゃくげん

逆元の
そんざい

存在
じょうけん

条件を
とくてい

特定する

4. フェルマーの
しょうていり

小定理で
べきじょう

冪乗の
けいさん

計算を
こうそくか

高速化する

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. 
あま

余りと
ごうどうしき

合同式の
とうかせい

等価性

𝑎 = 𝑞1𝑛 + 𝑟, 𝑏 = 𝑞2𝑛 + 𝑟（
おな

同じ
あま

余り 𝑟）のとき 𝑎 − 𝑏 = (𝑞1 − 𝑞2)𝑛 なので 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)。
ぎゃく

逆 に 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏) なら 𝑎 

と 𝑏 の
じょ

除の
あま

余りは
いっち

一致する。
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4.2 2. 
えんざん

演算の
せいごうせい

整合性（
さいじゅうよう

最重要
しょうめい

証明）

𝑎 ≡ 𝑎′ (mod 𝑛), 𝑏 ≡ 𝑏′ (mod 𝑛) のとき：
わ

和：(𝑎 + 𝑏) − (𝑎′ + 𝑏′) = (𝑎 − 𝑎′) + (𝑏 − 𝑏′) はともに 𝑛 の
ばいすう

倍数の
わ

和なので 𝑛 の
ばいすう

倍数。
せき

積：𝑎𝑏 − 𝑎′𝑏′ = 𝑎(𝑏 − 𝑏′) + 𝑏′(𝑎 − 𝑎′) はともに 𝑛 の
ばいすう

倍数を
ふく

含むので 𝑛 の
ばいすう

倍数。

したがって
だいひょうげん

代表元を
か

変えても
えんざん

演算
けっか

結果の
じょうよるい

剰余類は
か

変わらない—これが「mod 
えんざん

演算が
ていぎ

定義できる」ことの

しょうめい

証明である。

4.3 3. ℤ/𝑛ℤ の
こうぞう

構造

𝑛 の
せいしつ

性質 ℤ/𝑛ℤ の
こうぞう

構造
わ

割り
ざん

算の
かひ

可否

𝑛 が
そすう

素数 𝑝
たい

体（
ゆうげんたい

有限体 𝔽𝑝） 0 
いがい

以外で
つね

常に
かのう

可能

𝑛 = 𝑝𝑘（
そすう

素数
べき

冪）
きょくしょかん

局所環 𝑝 の
ばいすう

倍数でなければ
かのう

可能

𝑛 が
ごうせいすう

合成数
かん

環（
たい

体でない） gcd(𝑎, 𝑛) = 1 のときのみ
かのう

可能

4.4 4. 
ぎゃくげん

逆元の
じょうけん

条件

𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑛) が[解/かい]を[持/も]つ⟺ gcd(𝑎, 𝑛) = 1

ユークリッド
ごじょほう

互除法で gcd(𝑎, 𝑛) = 1 のとき 𝑎𝑥 + 𝑛𝑦 = 1 の
せいすうかい

整数解 (𝑥0, 𝑦0) が
え

得られ、𝑥 ≡ 𝑥0 (mod 𝑛) が

ぎゃくげん

逆元である。
れい

例：3𝑥 ≡ 1 (mod 7)。gcd(3, 7) = 1 なので
そんざい

存在。3 × 5 = 15 = 2 × 7 + 1 より 𝑥 ≡ 5 (mod 7)。

4.5 5. フェルマーの
しょうていり

小定理

𝑝 が
そすう

素数で gcd(𝑎, 𝑝) = 1 のとき：

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝)
しょうめい

証明の
がいりゃく

概略：{𝑎, 2𝑎, 3𝑎, …, (𝑝 − 1)𝑎} (mod 𝑝) は {1, 2, …, 𝑝 − 1} の
じゅんれつ

順列である（gcd(𝑎, 𝑝) = 1 のため
ぜろ

零が

あらわ

現 れない・
ちょうふく

重複しない）。
りょうへん

両辺の
せき

積を
ひかく

比較すると

𝑎𝑝−1(𝑝 − 1)! ≡ (𝑝 − 1)! (mod 𝑝)

(𝑝 − 1)! と 𝑝 は
たが

互いに
そ

素なので
りょうへん

両辺を
わ

割って 𝑎𝑝−1 ≡ 1。
おうよう

応用：2100 (mod 7) の
けいさん

計算。𝑝 = 7 なので 26 ≡ 1 (mod 7)。100 = 6 × 16 + 4 より 2100 = (26)16 · 24 ≡ 116 ·

16 ≡ 2 (mod 7)。

4.6 6. 
べきじょう

冪乗の
こうそく

高速
けいさん

計算（
はんぷくにじょうほう

反復二乗法）

𝑎𝑛 mod 𝑚 の
けいさん

計算：

1. 𝑛 を 2 
しんすう

進数
てんかい

展開: 𝑛 = ∑
𝑘

𝑏𝑘2𝑘

2. 𝑎1, 𝑎2, 𝑎4, 𝑎8, … を
じゅんじ

順次 mod 𝑚 で
けいさん

計算

3. 𝑏𝑘 = 1 の
せいぶん

成分を
か

掛け
あ

合わせる
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フェルマーの
しょうていり

小定理で
しすう

指数を 𝑝 − 1 で
さくげん

削減してから
はんぷくにじょうほう

反復二乗法を
つか

使うと、RSA
あんごう

暗号の
きそ

基礎
えんざん

演算に
とうたつ

到達する。

4.7 7. 
れんりつごうどうしき

連立合同式

ほう

法が
たが

互いに
そ

素な
れんりつ

連立
ごうどう

合同
じょうけん

条件は
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理（CRT）で
いちい

一意に
と

解ける。

→ 講義 中国剰余定理 lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/中国剰余定理-講義/

5 
みわ

見分け
かた

方

•
あま

余りだけが
じゅうよう

重要な
せいすうもんだい

整数問題 → 
ごうどうしき

合同式へ
いこう

移行

•
わ

割り
ざん

算が
で

出た → gcd(𝑎, 𝑛) = 1 の
かくにん

確認が
さき

先

•
おお

大きな
べきじょう

冪乗 𝑎𝑛 mod 𝑝 → フェルマーの
しょうていり

小定理で
しすう

指数を
さくげん

削減

•
ふくすう

複数の
あま

余り
じょうけん

条件 → CRT

6 どこまで
な

成り
た

立つか

mod 
えんざん

演算の
かんかく

感覚は
たこうしき

多項式・
ぎょうれつ

行列にも
ひろ

広がるが、
なに

何を
おな

同じとみなすかを
あらた

改 めて
ていぎ

定義する
ひつよう

必要がある。フェル

マーの
しょうていり

小定理は
そすう

素数
げんてい

限定であり、
いっぱん

一般の 𝑛 に
たい

対するオイラーの
ていり

定理 𝑎𝜙(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛)（gcd(𝑎, 𝑛) = 1）へ

かくちょう

拡張される。

7 
さいしゅうけい

最終形

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛) ⟺ 𝑛 ∣ (𝑎 − 𝑏)

𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑛) が[解/かい]を[持/も]つ⟺ gcd(𝑎, 𝑛) = 1

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) (フェルマーの[小定理/しょうていり], 𝑝 は[素数/そすう], gcd(𝑎, 𝑝) = 1)

8 
ひとこと

一言でいうと

mod 
えんざん

演算が
ただ

正しいのは
ちょっかん

直感だからでなく
じょうよるい

剰余類の
えんざん

演算が
せいごうてき

整合的に
ていぎ

定義できるからであり、フェルマーの

しょうていり

小定理はその
たい

体の
こうぞう

構造が
う

生む
さいきょう

最強の
けいさん

計算ツール—
げんだい

現代
あんごう

暗号の
こんかん

根幹に
いた

至る。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 同値関係と剰余類の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/同値関係と剰余類の基本-講義/

→ 講義 ユークリッドの互除法と一次不定方程式 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/ユークリッドの互除法と一次不定方程式-講義/
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→ 講義 群の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/群の基本-講義/

→ 講義 環の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/環の基本-講義/
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