
ユークリッドの
ごじょほう

互除法と
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
さいだいこうやくすう

最大公約数は
あま

余りへ
お

落としても
か

変わらず、その
じじつ

事実を
ぎゃくむ

逆向きにたどると 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑 

の
かたち

形 の
ほうていしき

方程式が
と

解けることである。
ごじょほう

互除法を「gcd を
もと

求める
てじゅん

手順」としてだけ
おぼ

覚えると
あさ

浅い。
ほんしつ

本質は、
せいすう

整数の
わ

割り
ざん

算の
こうぞう

構造と
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式の

かかいじょうけん

可解条件を
むす

結ぶ
ちゅうしんてき

中心的な
どうぐ

道具である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
さいだいこうやくすう

最大公約数
Greatest common divisor

gcd(𝑎, 𝑏) とは、𝑎 と 𝑏 の
きょうつう

共通
やくすう

約数のうち
さいだい

最大のものである。gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑑 は「𝑎 と 𝑏 を
こうへい

公平に
わ

割り
き

切れる

さいだい

最大の
たんい

単位」を
いみ

意味する。

2.2 
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式
Linear Diophantine equation

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

のように、
けいすう

係数が
せいすう

整数で
せいすうかい

整数解を
もと

求める
ほうていしき

方程式を
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式
Linear Diophantine equation

という。

「
ふてい

不定」の
めいめい

命名：
かい

解が
いちい

一意でなく（
ふてい

不定＝
さだ

定まらない）、
むすう

無数に
そんざい

存在し
う

得ることから
めいめい

命名。Diophantine（ディ

オファントス）はこの
しゅるい

種類の
ほうていしき

方程式を
けんきゅう

研究した 3 
せいき

世紀のギリシャ
すうがくしゃ

数学者の
な

名に
ゆらい

由来。

2.3 ユークリッドの
ごじょほう

互除法

「
ご

互」の
めいめい

命名：
たが

互いに
わ

除り
あ

合う
そうさ

操作の
く

繰り
かえ

返しから
めいめい

命名。
えいご

英語 Euclidean algorithm（ユークリッドの
さんぽう

算法）

は
こだい

古代ギリシャの
すうがくしゃ

数学者ユークリッドが
ちょしょ

著書「
げんろん

原論」（
きげんぜん

紀元前 3 
せいき

世紀）に
しる

記したことから
めいめい

命名。

3 
ほうしん

方針

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟)（𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟）を
く

繰り
かえ

返し、
あま

余りが 0 になった
ちょくぜん

直前の
ち

値が gcd である。そのあと
ぎゃくむ

逆向き

に
だいにゅう

代入（
かくちょうごじょほう

拡張互除法）して gcd(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 の
かたち

形 に
ひょうげん

表現する。
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4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. なぜ
あま

余りへ
お

落としてよいか

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 のとき、𝑎 と 𝑏 の
きょうつう

共通
やくすう

約数 𝑑 は 𝑟 = 𝑎 − 𝑏𝑞 も
わ

割るので 𝑑 は 𝑏 と 𝑟 の
きょうつう

共通
やくすう

約数でもある。
ぎゃく

逆 も

どうよう

同様に
せいりつ

成立するので

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟)
あま

余りへ
お

落としても
きょうつう

共通
やくすう

約数の
しゅうごう

集合が
か

変わらない—これが
ごじょほう

互除法の
かくしん

核心である。

4.2 2. ユークリッドの
ごじょほう

互除法（
れい

例：gcd(84, 30)）

ステップ
わ

割り
ざん

算
あま

余り

1 84 = 30 × 2 + 24 𝑟 = 24

2 30 = 24 × 1 + 6 𝑟 = 6

3 24 = 6 × 4 + 0 𝑟 = 0 → 
しゅうりょう

終了

gcd(84, 30) = 6。

4.3 3. 
かくちょうごじょほう

拡張互除法：gcd を 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 の
かたち

形 へ

ステップ 2 から
ぎゃくむ

逆向きに
だいにゅう

代入する：

6 = 30 − 24 × 1

ステップ 1 より 24 = 84 − 30 × 2 を
だいにゅう

代入：

6 = 30 − (84 − 30 × 2) = 3 × 30 − 84 = (−1) × 84 + 3 × 30

したがって 𝑥 = −1, 𝑦 = 3 が
ひと

一つの
かい

解である。

4.4 4. 
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式の
かかいじょうけん

可解条件

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 が
せいすうかい

整数解を
も

持つための
ひつようじゅうぶんじょうけん

必要十分条件 ：

gcd(𝑎, 𝑏) ∣ 𝑐
しょうめい

証明（
ひつよう

必要
じょうけん

条件）：𝑑 = gcd(𝑎, 𝑏) とすると 𝑎 = 𝑑𝑎′, 𝑏 = 𝑑𝑏′ なので 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑(𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦) は
かなら

必 ず 𝑑 の
ばいすう

倍数。
しょうめい

証明（
じゅうぶん

十分
じょうけん

条件）：𝑐 = 𝑑𝑘 かつ 𝑑 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 なら 𝑐 = 𝑎(𝑘𝑥0) + 𝑏(𝑘𝑦0)。
いっぱんかい

一般解：
ひと

一つの
かい

解 (𝑥0, 𝑦0) があれば
ぜんかい

全解は

𝑥 = 𝑥0 +
𝑏

𝑑
𝑡, 𝑦 = 𝑦0 −

𝑎

𝑑
𝑡 (𝑡 ∈ ℤ)

4.5 5. mod 
ぎゃくげん

逆元との
かんけい

関係

𝑎𝑥 ≡ 1 (mod 𝑛) が
と

解けることと gcd(𝑎, 𝑛) = 1 は
どうち

同値である。これは 𝑎𝑥 + 𝑛𝑦 = 1（
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式）が
と

解

けることと
どうち

同値だからである。
ごじょほう

互除法は mod 
ぎゃくげん

逆元の
けいさん

計算（
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理の
ちゅうかく

中核）を
ささ

支える。
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5 
ふくすう

複数の
かいほう

解法

ほうほう

方法 1（
そいんすうぶんかい

素因数分解）：𝑎, 𝑏 が
ちい

小さければ
そいんすうぶんかい

素因数分解で gcd を
ちょくせつ

直接
けいさん

計算できる。ただし
おお

大きな
かず

数では
ひこうりつ

非効率。
ほうほう

方法 2（
ごじょほう

互除法）：
いっぱんてき

一般的
しゅほう

手法。𝑂(logmin(𝑎, 𝑏)) ステップで
しゅうりょう

終了 する。
ほうほう

方法 3（
ぎょうれつ

行列
ひょうげん

表現）：
かくちょうごじょほう

拡張互除法の
けいすう

係数を 2 × 2 
ぎょうれつ

行列の
せき

積として
かんり

管理する
ほうほう

方法。
じっそう

実装で
ひんよう

頻用される。

6 
みわ

見分け
かた

方

• gcd を
もと

求めたい → 
あま

余りへ
お

落とせるかを
かくにん

確認

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 の
かたち

形 が
で

出た → まず gcd(𝑎, 𝑏) ∣ 𝑐 を
かくにん

確認

• mod 
えんざん

演算で
わ

割り
ざん

算したい（
ぎゃくげん

逆元）→ 
ごじょほう

互除法で
ぎゃくげん

逆元の
そんざい

存在と
ち

値を
けいさん

計算

7 どこまで
な

成り
た

立つか

2 
へんすう

変数の
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式の
はんい

範囲である。より
たへんすう

多変数・
こうじ

高次では
こと

異なる
しゅほう

手法が
ひつよう

必要になる。また
たこうしき

多項式の gcd

（
たこうしき

多項式
かん

環
うえ

上の
ごじょほう

互除法）へ
かくちょう

拡張できる。

8 
さいしゅうけい

最終形

gcd(𝑎, 𝑏) = gcd(𝑏, 𝑟) (𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟)

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 が[整数解/せいすうかい]を[持/も]つ⟺gcd(𝑎, 𝑏) ∣ 𝑐

𝑥 = 𝑥0 +
𝑏
𝑑𝑡, 𝑦 = 𝑦0 −

𝑎
𝑑 𝑡 (𝑡 ∈ ℤ)

9 
ひとこと

一言でいうと

ごじょほう

互除法は gcd を
もと

求めるだけでなく、mod 
ぎゃくげん

逆元・
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式・
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理を
ささ

支える
ちゅうしんてき

中心的な
どうぐ

道具で

ある。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 整数の性質の基本 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/整数の性質の基本-講義/

→ 講義 合同式と mod 演算の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義/

→ 講義 中国剰余定理 lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/中国剰余定理-講義/
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→ 講義 連分数展開 lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/連分数展開-講義/
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