
しすうかんすう

指数関数と
たいすうかんすう

対数関数

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
たいすう

対数とは「
じょうほう

乗法を
かほう

加法へ
うつ

移す」
どうけいしゃぞう

同型写像であり、
しぜん

自然
たいすう

対数の
てい

底 𝑒 は「
びぶん

微分しても
か

変わ

らない
ゆいいつ

唯一の
しすうかんすう

指数関数の
てい

底」として
とくちょうづ

特徴付けられるという
みかた

見方だ。
きごう

記号の
あんき

暗記として
あつか

扱 うと「なぜ log が
せき

積を
わ

和に
か

変えるのか」「なぜ 𝑒 が
とくべつ

特別なのか」が
み

見えない。
しすう

指数が

「
なんかい

何回
か

掛けたか」という
かいすう

回数を
あらわ

表 すことを
しゅっぱつてん

出発点にすれば、
たいすうほうそく

対数法則は
かいすう

回数の
た

足し
ざん

算として
しぜん

自然に
どうしゅつ

導出さ

れる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
しすうかんすう

指数関数
Exponential function

𝑎 > 0、𝑎 ≠ 1 に
たい

対して 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 を
しすうかんすう

指数関数
Exponential function

という。𝑎 > 1 のとき
たんちょうぞうか

単調増加、0 < 𝑎 < 1 のとき
たんちょうげんしょう

単調減少 。

2.2 
たいすうかんすう

対数関数
Logarithmic function

𝑎𝑦 = 𝑥（𝑥 > 0）を
み

満たす
ゆいいつ

唯一の 𝑦 を log𝑎 𝑥 と
か

書き、
たいすう

対数
Logarithm

という。log𝑎 𝑥 = 𝑦 ⟺ 𝑎𝑦 = 𝑥。

𝑎𝑥 と log𝑎 𝑥 は
たが

互いに
ぎゃくかんすう

逆関数の
かんけい

関係にあり、グラフは 𝑦 = 𝑥 に
かん

関して
たいしょう

対称。

2.3 
しぜんたいすう

自然対数
Natural logarithm

てい

底 𝑒 = lim𝑛→∞(1 + 1/𝑛)𝑛 ≈ 2.718… の
たいすう

対数を
しぜんたいすう

自然対数
Natural logarithm

といい ln 𝑥 または log 𝑥 と
か

書く。

3 
ほうしん

方針

1.
しすうほうそく

指数法則（
せき

積→
わ

和）から
たいすうほうそく

対数法則を
どうしゅつ

導出する

2. 𝑒 の
とくべつ

特別さを
びぶん

微分から
りかい

理解する（(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥）

3.
ぐたいてき

具体的な
おうよう

応用（
ふくり

複利・
はんげんき

半減期）で
ちょっかん

直感を
かた

固める

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. 
しすうほうそく

指数法則と
たいすうほうそく

対数法則の
たいおう

対応

しすうほうそく

指数法則：

𝑎𝑚 · 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛,
𝑎𝑚

𝑎𝑛
= 𝑎𝑚−𝑛, (𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛

たいすうほうそく

対数法則の
どうしゅつ

導出：𝑥 = 𝑎𝑚、𝑦 = 𝑎𝑛 とおくと 𝑥𝑦 = 𝑎𝑚+𝑛 より：
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log𝑎(𝑥𝑦) = 𝑚+ 𝑛 = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦
どうよう

同様にして：

log𝑎
𝑥
𝑦
= log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦, log𝑎(𝑥𝑟) = 𝑟 log𝑎 𝑥

てい

底の
へんかん

変換
こうしき

公式：

log𝑎 𝑥 =
ln 𝑥
ln 𝑎

りかい

理解の
かくしん

核心：
たいすう

対数は
じょうほう

乗法の
ぐん

群 (ℝ>0, ×) から
かほう

加法の
ぐん

群 (ℝ,+) への
ぐんじゅんどうけい

群準同型（
どうけい

同型）である。

4.2 2. 
しぜん

自然
たいすう

対数の
てい

底 𝑒 がなぜ
とくべつ

特別か

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 を
びぶん

微分すると：

𝑑
𝑑𝑥

𝑎𝑥 = lim
ℎ→0

𝑎𝑥+ℎ − 𝑎𝑥

ℎ
= 𝑎𝑥 · lim

ℎ→0

𝑎ℎ − 1
ℎ⏟

= ln𝑎

したがって (𝑎𝑥)′ = (ln 𝑎) · 𝑎𝑥。ln 𝑎 = 1 となる
てい

底、すなわち 𝑎 = 𝑒 のとき (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥。
ゆいいつせい

唯一性：(𝑓)′ = 𝑓  かつ 𝑓(0) = 1 を
み

満たす
かんすう

関数は 𝑒𝑥 のみ（
びぶんほうていしき

微分方程式の
いちいせい

一意性）。

4.3 3. 
びぶん

微分
こうしき

公式

かんすう

関数
どうかんすう

導関数

𝑒𝑥 𝑒𝑥

𝑎𝑥 (ln 𝑎) · 𝑎𝑥

ln 𝑥
1
𝑥

log𝑎 𝑥
1

𝑥 ln 𝑎
𝑒𝑓(𝑥) 𝑓′(𝑥)𝑒𝑓(𝑥)

(ln 𝑥)′ = 1/𝑥 の
どうしゅつ

導出：𝑦 = ln 𝑥 ⟺ 𝑒𝑦 = 𝑥 を 𝑥 で
びぶん

微分すると 𝑒𝑦 · 𝑦′ = 1、したがって 𝑦′ = 1/𝑒𝑦 = 1/𝑥。

4.4 4. 
おうよう

応用：
ふくり

複利と
はんげんき

半減期

ふくり

複利：
ねんり

年利 𝑟、
がんぽん

元本 𝑃0 のとき 𝑛 
ねんご

年後の
がんぽん

元本は 𝑃0(1 + 𝑟)𝑛。
れんぞくふくり

連続複利（
むげん

無限に
こま

細かく
ふくり

複利
けいさん

計算）では：

𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒𝑟𝑡
どうしゅつ

導出：𝑚 
かい

回
ふくり

複利では 𝑃0(1 + 𝑟/𝑚)𝑚𝑡 → 𝑃0𝑒𝑟𝑡（𝑚 → ∞）。
はんげんき

半減期：
ほうしゃせいほうかい

放射性崩壊の
りょう

量  𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒−𝜆𝑡。𝑁(𝑇1/2) = 𝑁0/2 より 𝑇1/2 = ln 2/𝜆。
びぶんほうていしき

微分方程式との
せつぞく

接続：𝑁′(𝑡) = −𝜆𝑁(𝑡)（
いま

今ある
りょう

量 に
ひれい

比例して
げんしょう

減少）を
と

解くと 𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒−𝜆𝑡。

4.5 5. グラフの
たいしょうせい

対称性と
ぜんきんせん

漸近線

• 𝑦 = 𝑒𝑥 は 𝑥 
じく

軸を
ぜんきんせん

漸近線として
つね

常に
せい

正の
あたい

値

• 𝑦 = ln 𝑥 は 𝑦 
じく

軸（𝑥 = 0）を
ぜんきんせん

漸近線として 𝑥 > 0 で
ていぎ

定義される

•
りょうしゃ

両者は 𝑦 = 𝑥 に
たい

対して
たいしょう

対称（
ぎゃくかんすう

逆関数の
ていぎ

定義）
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5 
みわ

見分け
かた

方

•
せき

積・
しょう

商 ・
べきじょう

冪乗を
せいり

整理したい → 
たいすう

対数を
と

取る

•
さ

差が
いってい

一定 → 
いちじかんすう

一次関数、
ひ

比が
いってい

一定 → 
しすうかんすう

指数関数

•「
いま

今ある
りょう

量 に
ひれい

比例して
へんか

変化」 → 𝑁′(𝑡) = 𝑘𝑁(𝑡) → 𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒𝑘𝑡

•
てい

底が
ふくすう

複数 → 
てい

底の
へんかん

変換
こうしき

公式で ln に
とういつ

統一

6 どこまで
な

成り
た

立つか

log𝑎 𝑥 は 𝑥 > 0、𝑎 > 0、𝑎 ≠ 1 で
ていぎ

定義される。
ふくそすう

複素数の
はんい

範囲では 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 より、ln の
ぎゃくかんすう

逆関数であ

る
ふくそたいすう

複素対数は
たかかんすう

多価関数になる（𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑧）。∫𝑥
1

1
𝑡 𝑑𝑡 = ln 𝑥 という

せきぶん

積分による
ていぎ

定義は 𝑥 > 0 で
たいすう

対数を
だいすうてき

代数的

に
せいとうか

正当化する
べつ

別アプローチである。

7 
さいしゅうけい

最終形

log𝑎 𝑥 = 𝑦 ⟺ 𝑎𝑦 = 𝑥, log𝑎(𝑥𝑦) = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦

(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥, (ln 𝑥)′ = 1
𝑥 , (𝑎𝑥)′ = (ln 𝑎)𝑎𝑥

𝑃(𝑡) = 𝑃0𝑒𝑟𝑡 (𝑃 ′ = 𝑟𝑃 , 𝑃 (0) = 𝑃0)

8 
ひとこと

一言でいうと

たいすう

対数は
じょうほう

乗法を
かほう

加法へ
うつ

移す
どうけい

同型であり、
てい

底 𝑒 は「
びぶん

微分しても
か

変わらない」という
こゆうせい

固有性から
さだ

定まる—
しぜん

自然
たいすう

対数

は
びせきぶん

微積分・
かくりつろん

確率論・
じょうほうりろん

情報理論のすべてで
ちゅうしん

中心
てき

的な
やくわり

役割を
は

果たす。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 微分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分法の基本-講義/

→ 講義 テイラー展開とマクローリン展開 lecture math analysis

https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/テイラー展開とマクローリン展開-講義/

→ 講義 多項式 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/多項式-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/
https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/%E3%83%86%E3%82%A4%E3%83%A9%E3%83%BC%E5%B1%95%E9%96%8B%E3%81%A8%E3%83%9E%E3%82%AF%E3%83%AD%E3%83%BC%E3%83%AA%E3%83%B3%E5%B1%95%E9%96%8B-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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