
せいすう

整数の
せいしつ

性質の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
せいすう

整数の
もんだい

問題では
あたい

値 そのものより「
わ

割ったときにどうなるか」を
み

見ることである。
れんぞくりょう

連続量でなく
と

飛び
と

飛びの
あたい

値 しか
と

取らない
せいすう

整数には、
きんじ

近似でなく「
わ

割り
き

切れるか・
あま

余りがいくつか」という

りさんてき

離散的な
じょうほう

情報が
ほんしつ

本質として
き

効く。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
やくすう

約数
Divisor

𝑏 ∣ 𝑎（𝑏 は 𝑎 を
わ

割り
き

切る）とは、𝑎 = 𝑏𝑞（𝑞 は
せいすう

整数）が
せいりつ

成立することである。このとき 𝑏 を 𝑎 の
やくすう

約数
Divisor

という。

「
やく

約」の
めいめい

命名：
やく

約は「
き

切り
つ

詰める・
ちぢ

縮める」
いみ

意味。𝑎 を
ちぢ

縮める
いんし

因子であることから
めいめい

命名。
えいご

英語 divisor は「
わ

割

るもの」の
い

意。

2.2 
ばいすう

倍数
Multiple

𝑎 が 𝑏 の
ばいすう

倍数
Multiple

とは、𝑏 ∣ 𝑎 が
せいりつ

成立することである。

「
ばい

倍」の
めいめい

命名：
ばい

倍は「2 
ばい

倍・3 
ばい

倍」の
ばい

倍。
せいすうばい

整数倍になっている
かず

数の
ぜんたい

全体の
しゅうごう

集合を
さ

指す。
えいご

英語 multiple は「
ふくすう

複数

の」の
い

意。

2.3 
さいだいこうやくすう

最大公約数
Greatest common divisor

gcd(𝑎, 𝑏) とは、𝑎 と 𝑏 の
きょうつう

共通
やくすう

約数のうち
さいだい

最大のものである。

2.4 
たが

互いに
そ

素
Coprime

gcd(𝑎, 𝑏) = 1 のとき、𝑎 と 𝑏 は
たが

互いに
そ

素
Coprime

であるという。

「
そ

素」の
めいめい

命名：
きょうつう

共通
いんし

因子が「
もと

素（1）」しかない、という
い

意。
えいご

英語 coprime（co = 
とも

共に、prime = 
そ

素）。

2.5 
そすう

素数
Prime number

2 
いじょう

以上の
せいすう

整数で、1 と
じぶんじしん

自分自身しか
せい

正の
やくすう

約数を
も

持たない
かず

数を
そすう

素数
Prime number

という。

「
そ

素」の
めいめい

命名：
いんすうぶんかい

因数分解の
さいしょうたんい

最小単位であることから
めいめい

命名。
えいご

英語 prime（
げんしょ

原初の）。

3 
やくすう

約数と
ばいすう

倍数の
たいひ

対比

やくすう

約数
Divisor

ばいすう

倍数
Multipleていぎ

定義 𝑏 ∣ 𝑎 を
み

満たす 𝑏 𝑏 ∣ 𝑎 を
み

満たす 𝑎
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してん

視点 𝑎 を
ちい

小さく
み

見る 𝑏 を
おお

大きく
み

見る
こすう

個数
ゆうげん

有限（𝑎 
いか

以下）
むげん

無限
れい

例（𝑎 = 12） 1, 2, 3, 4, 6, 12 12, 24, 36, …

4 
ほうしん

方針

せいすう

整数
もんだい

問題では、まず「
なに

何で
わ

割ると
せいり

整理しやすいか」を
き

決め、
あま

余り・
さいだいこうやくすう

最大公約数・
そいんすうぶんかい

素因数分解のどれで
せ

攻める

かを
はんだん

判断する。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
あま

余りで
み

見る（
ぐうき

偶奇）

せいすう

整数 𝑛 を 2 で
わ

割ると
あま

余りは 0 か 1 である：

𝑛 = 2𝑘 または 𝑛 = 2𝑘 + 1

これが
ぐうすう

偶数と
きすう

奇数の
きほんけい

基本形である。𝑛2 が
ぐうすう

偶数なら 𝑛 も
ぐうすう

偶数、𝑛2 が
きすう

奇数なら 𝑛 も
きすう

奇数—これは
たいぐう

対偶として

ひんしゅつ

頻出。

5.2 2. 
ばいすう

倍数
はんてい

判定の
せいり

整理

せいすう

整数
じょうけん

条件
りゆう

理由

2 の
ばいすう

倍数
まつび

末尾の
けた

桁が
ぐうすう

偶数 10𝑘 ≡ 0 (mod 2)

3 の
ばいすう

倍数
かくけた

各桁の
わ

和が 3 の
ばいすう

倍数 10 ≡ 1 (mod 3)

9 の
ばいすう

倍数
かくけた

各桁の
わ

和が 9 の
ばいすう

倍数 10 ≡ 1 (mod 9)

5 の
ばいすう

倍数
まつび

末尾が 0 か 5 10𝑘 ≡ 0 (mod 5)

11 の
ばいすう

倍数
けた

桁の
こうごわ

交互和が 11 の
ばいすう

倍数 10 ≡ −1 (mod 11)

5.3 3. 
さいだいこうやくすう

最大公約数と
さいしょうこうばいすう

最小公倍数

gcd(𝑎, 𝑏) · lcm(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 (𝑎, 𝑏 > 0)

これは
そいんすうぶんかい

素因数分解の
しすう

指数を min（gcd）と max（lcm）で
しょり

処理することから
ちょくせつ

直接
みちび

導 かれる。

5.4 4. 
そいんすうぶんかい

素因数分解の
いちいせい

一意性（
さんじゅつ

算術の
きほんていり

基本定理）

2 
いじょう

以上の
にんい

任意の
せいすう

整数は、
そすう

素数の
せき

積として
ほんしつてき

本質的に
いちい

一意に
ぶんかい

分解できる：

𝑛 = 𝑝
𝑒1
1 𝑝

𝑒2
2 ⋯𝑝

𝑒𝑘
𝑘 (𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑘 が[素数/そすう])

いちいせい

一意性の
ほしょう

保証がなければ「
いんすうぶんかい

因数分解する」という
そうさ

操作は
いみ

意味を
うしな

失 う。

5.5 5. 
たが

互いに
そ

素の
せいしつ

性質

gcd(𝑎, 𝑏) = 1 のとき：
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• 𝑎 ∣ 𝑏𝑐 ⟹ 𝑎 ∣ 𝑐（
たが

互いに
そ

素な
せいしつ

性質のみを
つか

使う）

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1（
いちじ

一次
ふていほうていしき

不定方程式の
かい

解が
そんざい

存在）

• 𝑎𝑏 ∣ 𝑐 かつ 𝑎 ∣ 𝑐 かつ 𝑏 ∣ 𝑐 のとき
そうご

相互に
りよう

利用できる

5.6 6. 
ごうどうしき

合同式へ

𝑎 − 𝑏 が 𝑛 の
ばいすう

倍数なら、𝑎 と 𝑏 は 𝑛 で
わ

割った
あま

余りが
おな

同じである。この「
あま

余りが
おな

同じ」という
どうちかんけい

同値関係から

𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛)

という
きほう

記法が
う

生まれ、
せいすう

整数を
あま

余りごとの
かたまり

塊 （
じょうよ

剰余
るい

類）として
だいすうてき

代数的に
あつか

扱 える。

6 
みわ

見分け
かた

方

•
ぐうき

偶奇が
から

絡む → 2𝑘, 2𝑘 + 1 を
こころ

試 みる

•
わ

割り
き

切れるかが
しゅだい

主題 → 
あま

余りか
やくすう

約数で
せいり

整理

•
たが

互いに
そ

素・
こうやくすう

公約数が
で

出る → gcd を
かんが

考 え
あま

余りへ
お

落とす

•
あま

余りだけが
じゅうよう

重要 → 
ごうどうしき

合同式へ
いこう

移行

7 どこまで
な

成り
た

立つか

そいんすうぶんかい

素因数分解の
いちいせい

一意性は
しぜんすう

自然数（および
せいすう

整数）の
せかい

世界での
じじつ

事実であり、ガウス
せいすう

整数（𝑎 + 𝑏𝑖）のような
かくちょう

拡張で

は
いちいせい

一意性が
たも

保たれるか
べっと

別途
かくにん

確認が
ひつよう

必要になる。

8 
さいしゅうけい

最終形

𝑛 = 2𝑘 または 𝑛 = 2𝑘 + 1

gcd(𝑎, 𝑏) · lcm(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏

𝑛 = 𝑝
𝑒1
1 ⋯𝑝

𝑒𝑘
𝑘（[一意/いちい][分解/ぶんかい]）

9 
ひとこと

一言でいうと

せいすう

整数では「
なに

何で
わ

割ると
せいり

整理しやすいか」を
さいしょ

最初に
き

決めることが
かぎ

鍵—
あま

余り・
さいだいこうやくすう

最大公約数・
そいんすうぶんかい

素因数分解の
みっ

三つ

の
してん

視点が
すべ

全ての
きばん

基盤となる。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 ユークリッドの互除法と一次不定方程式 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/ユークリッドの互除法と一次不定方程式-講義/
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→ 講義 合同式と mod 演算の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義/

→ 講義 整数論ポータル lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/整数論ポータル-講義/
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