
ふくそすう

複素数と
ふくそへいめん

複素平面

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
ふくそすう

複素数とは「
へいめんじょう

平面上の
てん

点に
じょうほう

乗法を
あた

与えたもの」であり、
か

掛け
ざん

算が「
かくだい

拡大と
かいてん

回転の
ごうせい

合成」

を
いみ

意味するという
みかた

見方だ。

「𝑖2 = −1 になる
ふしぎ

不思議な
すう

数」という
みかた

見方は
ほんしつ

本質を
かく

隠す。𝑖 を
か

掛けることは「90° 
かいてん

回転させる
そうさ

操作」であり、

𝑖2 が −1 になるのは「90° を 2 
かい

回で 180° = −1（
じくじく

実軸の
はんたいがわ

反対側）」になるからだ。この
みかた

見方から
かほう

加法は

へいこういどう

平行移動、
じょうほう

乗法は
かいてん

回転と
かくだい

拡大、オイラーの
こうしき

公式は
しすう

指数と
さんかくかんすう

三角関数の
とういつ

統一として
しぜん

自然に
りかい

理解できる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
ふくそすう

複素数
Complex number

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ、𝑖2 = −1 として 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 の
かたち

形 の
すう

数を
ふくそすう

複素数
Complex number

という。𝑎 = Re(𝑧)（
じつぶ

実部）、𝑏 = Im(𝑧)（
きょぶ

虚部）。

2.2 
きょうやくふくそすう

共役複素数
Complex conjugate

・
ぜったいち

絶対値
Modulus

・
へんかく

偏角
Argument

̄𝑧 = 𝑎 − 𝑏𝑖, | 𝑧 | = √𝑎2 + 𝑏2, arg 𝑧 = 𝜃 ただし tan 𝜃 = 𝑏/𝑎
ぜったいち

絶対値は
げんてん

原点からの
きょり

距離、
へんかく

偏角は
じっく

実軸からの
かくど

角度を
あらわ

表 す。

3 
ほうしん

方針

1.
だいすうてき

代数的
けいさん

計算（
ちょっこう

直交
ざひょう

座標 𝑎 + 𝑏𝑖）と
きかてき

幾何的
みかた

見方（
へいめん

平面の
てん

点）の
たいおう

対応を
かくにん

確認する

2.
きょくけいしき

極形式（
へんかく

偏角と
ぜったいち

絶対値）で
じょうほう

乗法の
きかてき

幾何的
いみ

意味を
めいかく

明確にする

3. オイラーの
こうしき

公式でこれらを
とういつ

統一する

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. 
きほんけいさん

基本計算

𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖、𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖 として：

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖

𝑧1𝑧2 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖

𝑧1𝑧1 = 𝑎2 + 𝑏2 = | 𝑧1|2
わ

割り
ざん

算：𝑧 ≠ 0 のとき 
1
𝑧
= ̄𝑧
| 𝑧 |2

。
ぶんも

分母を
じっすう

実数
か

化するために
きょうやく

共役で
ゆうりか

有理化する。
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4.2 2. 
きょくけいしき

極形式と
じょうほう

乗法の
きか

幾何

| 𝑧 | = 𝑟、arg 𝑧 = 𝜃 として：

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝑖𝜃
じょうほう

乗法の
きょくけいしき

極形式：

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2𝑒𝑖(𝜃1+𝜃2)

すなわち 「
ぜったいち

絶対値は
せき

積、
へんかく

偏角は
わ

和」 — 𝑧 に 𝑤 = 𝑠𝑒𝑖𝜙 を
か

掛けると 𝑠 
ばい

倍
かくだい

拡大して 𝜙 
かいてん

回転する。
れい

例：𝑖 = 𝑒𝑖𝜋/2 なので 𝑖 を
か

掛ける = 90° 
かいてん

回転。−1 = 𝑒𝑖𝜋 なので 𝑖2 = 𝑒𝑖𝜋 = −1。

4.3 3. オイラーの
こうしき

公式

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
とくべつ

特別な
あたい

値 ：

𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0 （オイラーの[等式/とうしき]）

𝑒𝑖𝜋/2 = 𝑖, 𝑒𝑖𝜋 = −1, 𝑒2𝜋𝑖 = 1
さんかくかんすう

三角関数の
ひょうげん

表現：

cos 𝜃 = 𝑒
𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
, sin 𝜃 = 𝑒

𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖

4.4 4. ド・モアブルの
ていり

定理

𝑛 を
せいすう

整数として：

(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑛 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 ⟹ (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃
おうよう

応用（𝑛 
じょうこん

乗根）：𝑧𝑛 = 1 の
かい

解は 𝑒2𝜋𝑖𝑘/𝑛（𝑘 = 0, 1,…, 𝑛 − 1）— 
ふくそへいめん

複素平面で
せい

正 𝑛 
かくけい

角形の
ちょうてん

頂点を
けいせい

形成する。
れい

例：𝑧3 = 1 の
かい

解は 1、𝑒2𝜋𝑖/3 = −1/2 +
√
3𝑖/2、𝑒4𝜋𝑖/3 = −1/2 −

√
3𝑖/2。

4.5 5. 
だいすうがく

代数学の
きほんていり

基本定理

𝑛 
じ

次
ふくそけいすう

複素係数
たこうしき

多項式は
ふくそすう

複素数の
はんい

範囲でちょうど 𝑛 
こ

個の
ね

根（
ちょうふく

重複
どすう

度数を
こ

込み）を
も

持つ。

これは ℂ が
だいすうてきへいたい

代数的閉体
Algebraically closed field

であることを
しめ

示す。
じっすう

実数
けいすう

係数
たこうしき

多項式では
じっすうかい

実数解と
ふくそすうかい

複素数解が
きょうやく

共役のペアで
あらわ

現 れる。

4.6 6. 
ふくそすう

複素数の
おうよう

応用

ぶんや

分野
つか

使い
かた

方
しんごうしょり

信号処理 フーリエ
へんかん

変換で 𝑒𝑖𝜔𝑡 が
きてい

基底
でんきかいろ

電気回路 インピーダンス（
こうりゅう

交流
かいろ

回路を
ふくそすう

複素数で
きじゅつ

記述）
びぶんほうていしき

微分方程式 𝑒𝑖𝜔𝑡 の
じつぶ

実部が cos 𝜔𝑡、
きょぶ

虚部が sin 𝜔𝑡
きか

幾何
へいめん

平面の
かいてん

回転・
そうじへんかん

相似変換を
じょうほう

乗法で
ひょうげん

表現
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5 
みわ

見分け
かた

方

•
へいめん

平面の
かいてん

回転・
かくだい

拡大が
で

出た → 
じょうほう

乗法（
きょくけいしき

極形式）

• 𝑥2 + 1 = 0 など
じっすうかい

実数解が
そんざい

存在しない
ほうていしき

方程式 → ℂ で
と

解く

• cos 𝑛𝜃、sin 𝑛𝜃 の
こうしき

公式 → ド・モアブルの
ていり

定理

•
しゅうきかんすう

周期関数の
かいせき

解析 → 𝑒𝑖𝜔𝑡 で
ちかん

置換して
けいさん

計算

6 どこまで
な

成り
た

立つか

ℂ は
だいすうてきへいたい

代数的閉体であり、すべての
たこうしき

多項式が
ね

根を
も

持つ
いみ

意味で「
さいしゅうてき

最終的な
すう

数の
たいけい

体系」である。
しげんすう

四元数 ℍ

（𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘）は
せき

積が
かかん

可換でない 4 
じげん

次元の
たいけい

体系であり、3 
じげん

次元
かいてん

回転を
きじゅつ

記述する。
ふくそかいせき

複素解析では
せいそくかんすう

正則関数

（
ふくそびぶんかのう

複素微分可能な
かんすう

関数）がきわめて
ゆた

豊かな
こうぞう

構造を
も

持つことが
しめ

示される。

7 
さいしゅうけい

最終形

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃), 𝑧 ̄𝑧 = | 𝑧 |2

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 （オイラーの[公式/こうしき]）

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 （ド・モアブル）

8 
ひとこと

一言でいうと

ふくそすう

複素数の
じょうほう

乗法は「
かくだい

拡大と
かいてん

回転の
ごうせい

合成」であり、𝑖 を
か

掛けることは 90° 
かいてん

回転に
す

過ぎない—オイラーの
こうしき

公式 

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 はこの
みかた

見方を
しすう

指数と
さんかくかんすう

三角関数を
つらぬ

貫 く
とういつてき

統一的な
きほう

記法へ
しょうか

昇華する。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 二次方程式の解の公式 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/二次方程式の解の公式-講義/

→ 講義 三角関数 lecture math trigonometry

https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/三角関数-講義/

→ 講義 ベクトルと内積 lecture math vector

https://study.bem130.com/lecture/math/vector/ベクトルと内積-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/%E4%B8%89%E8%A7%92%E9%96%A2%E6%95%B0-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/vector/
https://study.bem130.com/lecture/math/vector/%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB%E3%81%A8%E5%86%85%E7%A9%8D-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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