
テイラー
てんかい

展開とマクローリン
てんかい

展開

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、テイラー
てんかい

展開とは「ある 1 
てん

点での
きょくしょてき

局所的な
びぶん

微分
じょうほう

情報（𝑓(𝑘)(𝑎) の
あたい

値 すべて）から
かんすう

関数

を
さいこうせい

再構成しようとする
こころ

試 み」であるという
みかた

見方だ。
こうしき

公式の
あんき

暗記として
あつか

扱 うと「なぜ
けいすう

係数が 𝑓 (𝑘)(𝑎)/𝑘! なのか」「どこで
しゅうそく

収束するのか」が
ふめいりょう

不明瞭になる。
けいすう

係数の

き

決まり
かた

方は
きょくしょてき

局所的
せんけいきんじ

線形近似（𝑓 ≈ 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎)）を
こうじ

高次へ
そしきてき

組織的に
かくちょう

拡張した
けっか

結果であり、
しゅうそく

収束は
べっと

別途

はんけい

半径の
ぎろん

議論が
ひつよう

必要な
どくりつ

独立した
もんだい

問題である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 テイラー
てんかい

展開
Taylor expansion

𝑓  が 𝑥 = 𝑎 の
ちか

近くで
むげん

無限
かい

回
びぶん

微分
かのう

可能なとき、

𝑓(𝑥) = ∑
∞

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)
𝑘!

(𝑥 − 𝑎)𝑘 = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓″(𝑎)
2!

(𝑥 − 𝑎)2 + ⋯

を 𝑓  の 𝑥 = 𝑎 におけるテイラー
てんかい

展開
Taylor expansion

という。𝑎 = 0 の
とくべつ

特別な
ばあい

場合をマクローリン
てんかい

展開
Maclaurin expansion

という。
ちゅうい

注意：テイラー
てんかい

展開を
か

書けても、
うへん

右辺の
きゅうすう

級数が 𝑓(𝑥) に
しゅうそく

収束するとは
かぎ

限らない。「
てんかい

展開できる」と「
しゅうそく

収束し

て
もと

元の
かんすう

関数と
いっち

一致する」は
べつ

別の
めいだい

命題である。

3 
ほうしん

方針

1.
けいすう

係数 𝑐𝑘 = 𝑓 (𝑘)(𝑎)/𝑘! の
どうしゅつ

導出（
びぶん

微分を 𝑘 
かい

回して 𝑥 = 𝑎 を
だいにゅう

代入）

2. ラグランジュ
じょうよこう

剰余項で
きんじごさ

近似誤差を
ていりょう

定量
ひょうか

評価

3.
しゅうそくはんけい

収束半径の
けいさん

計算（ダランベール
ひ

比
はんていほう

判定法）

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. 
けいすう

係数の
き

決まり
かた

方

たこうしき

多項式 𝑃𝑛(𝑥) = ∑𝑛
𝑘=0 𝑐𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘 を 𝑓  に

あ

合わせたいとする。𝑥 = 𝑎 で 𝑃 (𝑗)
𝑛 (𝑎) = 𝑓 (𝑗)(𝑎)（𝑗 = 0, 1, …, 𝑛）を

ようきゅう

要求

すると：

𝑃 (𝑗)
𝑛 (𝑥) = 𝑗! · 𝑐𝑗 + (次数 >= 1 の項)

なので 𝑥 = 𝑎 を
だいにゅう

代入して 𝑗! · 𝑐𝑗 = 𝑓 (𝑗)(𝑎)、したがって

𝑐𝑗 = 𝑓 (𝑗)(𝑎)
𝑗!

md b648c5a p. 1

/lecture/math/analysis/テイラー展開とマクローリン展開-講義



この 𝑐𝑗 の
き

決め
かた

方は
いちい

一意であり、「𝑎 での
きょくしょてき

局所的な
びぶん

微分
じょうほう

情報から
けいすう

係数が
かんぜん

完全に
さだ

定まる」ことを
しめ

示している。

4.2 2. ラグランジュ
じょうよこう

剰余項

𝑓  が 𝑛 + 1 
かい

回
びぶん

微分
かのう

可能なとき、𝑎 と 𝑥 の
あいだ

間 のある 𝜉 が
そんざい

存在して：

𝑓(𝑥) = ∑
𝑛

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑎)
𝑘!

(𝑥 − 𝑎)𝑘 + 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)!

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

⏟
𝑅𝑛(𝑥)

つか

使い
かた

方：𝑅𝑛(𝑥) の
おお

大きさを
ひょうか

評価するには | 𝑓 (𝑛+1)| の
さいだいち

最大値で
うえ

上から
おさ

抑える。
れい

例えば 𝑒𝑥 の 𝑥 ∈ [0, 1] での 𝑛 

じきんじ

次近似の
ごさ

誤差は 𝑒/((𝑛 + 1)!) ≤ 3/(𝑛 + 1)!。

4.3 3. 
しゅよう

主要なマクローリン
てんかい

展開

かんすう

関数
てんかい

展開
しゅうそくはんけい

収束半径

𝑒𝑥 ∑
∞

𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
∞

sin 𝑥 ∑
∞

𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
∞

cos 𝑥 ∑
∞

𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘

(2𝑘)!
∞

ln(1 + 𝑥) ∑
∞

𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑥𝑘

𝑘 1（−1 < 𝑥 ≤ 1）
1

1 − 𝑥
∑
∞

𝑘=0
𝑥𝑘 1（|𝑥| < 1）

(1 + 𝑥)𝛼 ∑
∞

𝑘=0
(𝛼

𝑘
)𝑥𝑘 1（|𝑥| < 1）

しゅうそくはんけい

収束半径はダランベール
ひ

比
はんていほう

判定法 𝑅 = lim𝑘→∞| 𝑎𝑘/𝑎𝑘+1| で
もと

求まる。

4.4 4. 
おうよう

応用：
きょくげん

極限の
けいさん

計算

テイラー
てんかい

展開は lim の「0/0 
がた

型」を
しょり

処理する
きょうりょく

強力 な
どうぐ

道具である。
れい

例 1：lim
𝑥→0

sin 𝑥 − 𝑥
𝑥3

sin 𝑥 = 𝑥 − 𝑥3

6
+ 𝑂(𝑥5) より sin 𝑥 − 𝑥 = −𝑥3

6
+ 𝑂(𝑥5)、したがって

きょくげん

極限は −1/6。
れい

例 2：lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1 − 𝑥
𝑥2

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

2
+ 𝑂(𝑥3) より

ぶんし

分子は 
𝑥2

2
+ 𝑂(𝑥3)、

きょくげん

極限は 1/2。

4.5 5. 
かいせきてき

解析的
かんすう

関数と
なめ

滑らかな
かんすう

関数

𝐶∞（
むげん

無限
かい

回
びぶん

微分
かのう

可能）であっても、テイラー
てんかい

展開が
もと

元の
かんすう

関数と
いっち

一致しない
れい

例が
そんざい

存在する：

𝑓(𝑥) = {𝑒−1/𝑥2(𝑥 ≠ 0)
0 (𝑥 = 0)

この
かんすう

関数は 𝑓 (𝑘)(0) = 0 すべての 𝑘 に
たい

対して
せいりつ

成立するため、テイラー
てんかい

展開は
こうとうてき

恒等的に 0 だが 𝑓 ≡ 0。
すべ

全ての

てん

点でテイラー
てんかい

展開が
しゅうそく

収束して
いっち

一致する
かんすう

関数を
かいせきてき

解析的
Analytic

という。

5 
みわ

見分け
かた

方

• 𝑥 → 0 の
きょくげん

極限 0/0 
がた

型 → マクローリン
てんかい

展開で
ぶんし

分子・
ぶんも

分母を
てんかい

展開

• 𝑥 = 𝑎 
ちか

近くの
きょどう

挙動 → 𝑎 まわりのテイラー
てんかい

展開
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•
きんじごさ

近似誤差を
ていりょう

定量
ひょうか

評価 → ラグランジュ
じょうよこう

剰余項で | 𝑅𝑛(𝑥)| を
うえ

上から
おさ

抑える

•
むげん

無限
わ

和として
か

書かれた
しき

式 → 
しゅうそくはんけい

収束半径を
かくにん

確認

6 どこまで
な

成り
た

立つか

テイラー
てんかい

展開は
じっすう

実数
かいせき

解析の
いき

域を
こ

超えて
ふくそかいせき

複素解析でも
せいりつ

成立し、
ふくそへいめん

複素平面での
しゅうそくはんけい

収束半径は「
ちか

近い
とくいてん

特異点（
きょく

極 ・

ぶんきてん

分岐点）までの
きょり

距離」で
き

決まる。
たへんすう

多変数では
へんびぶん

偏微分を
つか

使ったテイラー
てんかい

展開が
せいりつ

成立し、
ぎょうれつ

行列のテイラー
てんかい

展開

（
ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数 𝑒𝐴 = ∑ 𝐴𝑘/𝑘!）が
びぶんほうていしき

微分方程式の
かい

解を
あた

与える。

7 
さいしゅうけい

最終形

𝑓(𝑥) = ∑∞
𝑘=0

𝑓(𝑘)(𝑎)
𝑘! (𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑓(𝑛+1)(𝜉)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑎)𝑛+1 (ラグランジュ[剰余項/じょうよこう])

𝑒𝑥 = ∑ 𝑥𝑘

𝑘! , sin 𝑥 = ∑ (−1)𝑘𝑥2𝑘+1

(2𝑘+1)! , ln(1 + 𝑥) = ∑ (−1)𝑘−1𝑥𝑘

𝑘

8 
ひとこと

一言でいうと

テイラー
てんかい

展開は「1 
てん

点の
きょくしょてき

局所的な
びぶん

微分
じょうほう

情報から
かんすう

関数
ぜんたい

全体を
さいこうせい

再構成しようとする
こころ

試 み」であり、
けいすう

係数 

𝑓 (𝑘)(𝑎)/𝑘! はその
いちい

一意な
こた

答えだ—ただし
しゅうそく

収束は
べつもんだい

別問題であり、
かいせきてき

解析的でない
かんすう

関数では
きょくしょじょうほう

局所情報 だけでは

かんすう

関数
ぜんたい

全体を
かんぜん

完全に
かいふく

回復できない。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 微分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分法の基本-講義/

→ 講義 極限と連続 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/極限と連続-講義/

→ 講義 フーリエ変換の入口 lecture math analysis

https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/フーリエ変換の入口-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
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https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/
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