
びぶんこうしき

微分公式と
けいさんほう

計算法

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
びぶんこうしき

微分公式を
あんきこうもく

暗記項目として
へいれつ

並列に
ほじ

保持するのではなく、
かんすう

関数がどの
えんざん

演算で
こうせい

構成されてい

るかに
おう

応じて
どうしゅつ

導出する
たいけい

体系として
りかい

理解することにある。
どうかんすう

導関数の
ていぎ

定義は
さしょう

差商の
きょくげん

極限である。しかし
じっさい

実際の
けいさん

計算では、
まいかい

毎回
さしょう

差商から
さいどうしゅつ

再導出するのではなく、
わ

和、
せき

積、

しょう

商 、
ごうせい

合成、
ぎゃくかんすう

逆関数という
こうせい

構成
たんい

単位ごとに
きそく

規則を
てきよう

適用する。この
きそく

規則を
しょうめい

証明しておくと、
ふくざつ

複雑な
しき

式でも「ど

の
そとがわ

外側の
こうぞう

構造から
しょり

処理するか」を
はんてい

判定できる。

2 
なに

何を
しょり

処理するページか

このページでは、
いちへんすう

一変数
かんすう

関数 𝑓(𝑥) が
きほんかんすう

基本関数から
しそくえんざん

四則演算、
ごうせい

合成、
ぎゃくかんすう

逆関数で
こうせい

構成される
ばあい

場合を
あつか

扱 う。
もくてき

目的

は、
さいしゅうしき

最終式だけを
ていじ

提示することではなく、
つぎ

次の
はんてい

判定を
ほんぶん

本文の
なか

中で
じっこう

実行できるようにすることだ。

•
わ

和または
さ

差として
ぶんかい

分解できるか。

•
せき

積として
こうせい

構成されているか。

•
しょう

商 として
こうせい

構成され、
ぶんぼ

分母が 0 でないか。

•
そとがわ

外側の
かんすう

関数と
うちがわ

内側の
かんすう

関数に
ぶんり

分離できるか。

•
ぎゃくかんすう

逆関数または
たいすう

対数
びぶん

微分で
かんけつ

簡潔になるか。

3 
ほうしん

方針

びぶんこうしき

微分公式は、
しき

式の
そとがわ

外側の
こうぞう

構造から
せんたく

選択する。
わ

和なら
せんけいせい

線形性、
せき

積ならライプニッツ
そく

則、
しょう

商 なら
ぎゃくすう

逆数と
せき

積、
ごうせい

合成

なら
れんさりつ

連鎖律、
ぎゃくかんすう

逆関数なら
こうとうしき

恒等式を
びぶん

微分する。この
じゅんじょ

順序で
せいり

整理すると、
こうしき

公式の
せんたく

選択が
きおく

記憶ではなく
こうぞうはんてい

構造判定

になる。

4 
せんけいせい

線形性の
どうしゅつ

導出

𝐹(𝑥) = 𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥) とする。𝑎, 𝑏 は
ていすう

定数である。
さしょう

差商を
けいさん

計算すると、

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)
ℎ

= 𝑎𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

+ 𝑏𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
ℎ

である。ℎ → 0 とすれば、

(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔)′ = 𝑎𝑓′ + 𝑏𝑔′

を
え

得る。
びぶん

微分が
わ

和と
ていすうばい

定数倍を
たも

保つため、
たこうしき

多項式の
びぶん

微分は
かくこう

各項の
びぶん

微分へ
ぶんかい

分解できる。
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5 
せき

積の
びぶん

微分の
どうしゅつ

導出

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) とする。
せき

積の
びぶん

微分では、
かたほう

片方だけが
へんか

変化するのではない。𝑥 が 𝑥 + ℎ へ
いどう

移動すると、𝑓  も 

𝑔 も
どうじ

同時に
へんか

変化する。この
どうじへんか

同時変化を
ふた

二つの
さ

差へ
ぶんかい

分解するために、
ぶんし

分子へ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ) を
かげん

加減する。

𝑓(𝑥 + ℎ)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
ℎ

= [𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)]𝑔(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)[𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)]
ℎ

したがって、

= 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ

𝑔(𝑥 + ℎ) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥)
ℎ

となる。𝑓, 𝑔 が 𝑥 で
びぶんかのう

微分可能なら
れんぞく

連続なので 𝑔(𝑥 + ℎ) → 𝑔(𝑥) であり、

(𝑓𝑔)′ = 𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′

を
え

得る。
せき

積の
びぶん

微分に 𝑓′𝑔′ が
たんどく

単独で
あらわ

現 れないのは、
いちじ

一次の
へんか

変化だけを
のこ

残し、ℎ2 
ていど

程度の
こうじこう

高次項が
きょくげん

極限で
しょうめつ

消滅

するためである。

6 
しょう

商 の
びぶん

微分の
どうしゅつ

導出

しょう

商 の
こうしき

公式は
どくりつ

独立した
あんき

暗記
たいしょう

対象ではない。
ぎゃくすう

逆数の
びぶん

微分と
せき

積の
びぶん

微分から
どうしゅつ

導出できる。𝑔(𝑥) ≠ 0 とし、𝑢(𝑥) =

1/𝑔(𝑥) とおく。𝑔(𝑥)𝑢(𝑥) = 1 だから、

𝑔′(𝑥)𝑢(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢′(𝑥) = 0

である。よって、

𝑢′(𝑥) = −𝑔′(𝑥)
𝑔(𝑥)2

となる。したがって、

(𝑓
𝑔
)
′

= 𝑓′1
𝑔
+ 𝑓(−𝑔′

𝑔2
) = 𝑓′𝑔 − 𝑓𝑔′

𝑔2

を
え

得る。
ぶんぼ

分母が 0 になる
てん

点では
かんすう

関数そのものが
ていぎ

定義されないため、この
こうしき

公式は
てきよう

適用できない。

7 
れんさりつ

連鎖律の
どうしゅつ

導出

𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) とする。
れんさりつ

連鎖律は「
そとがわ

外側の
びぶん

微分に
うちがわ

内側の
びぶん

微分を
か

掛ける」という
きおくほう

記憶法ではなく、
きょくしょせんけいきんじ

局所線形近似

の
ごうせい

合成である。

𝑔 が 𝑥 で
びぶんかのう

微分可能なら、

𝑔(𝑥 + ℎ) = 𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥)ℎ + 𝑟(ℎ), 𝑟(ℎ)
ℎ

→ 0

である。𝑢 = 𝑔(𝑥)、𝑘 = 𝑔(𝑥 + ℎ) − 𝑔(𝑥) とおくと、𝑓  が 𝑢 で
びぶんかのう

微分可能なら、
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𝑓(𝑢 + 𝑘) = 𝑓(𝑢) + 𝑓′(𝑢)𝑘 + 𝑠(𝑘), 𝑠(𝑘)
𝑘
→ 0

である。ここで 𝑘 = 𝑔′(𝑥)ℎ + 𝑟(ℎ) だから、𝑘 は ℎ と
どうていど

同程度に
ちい

小さい。ゆえに

𝑓(𝑔(𝑥 + ℎ)) − 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓′(𝑔(𝑥))[𝑔′(𝑥)ℎ + 𝑟(ℎ)] + 𝑠(𝑘)

を ℎ で
わ

割って
きょくげんそうさ

極限操作を
てきよう

適用すると、

𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓′(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)

となる。
ふくごうかんすう

複合関数の
びぶん

微分では、
そとがわ

外側の
かんすう

関数を
うちがわ

内側の
あたい

値 で
ひょうか

評価する
てん

点を
しょうりゃく

省略 してはならない。

8 
ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分

𝑦 = 𝑓−1(𝑥) とする。これは 𝑓(𝑦) = 𝑥 と
どうち

同値である。
りょうへん

両辺を 𝑥 で
びぶん

微分すると、
れんさりつ

連鎖律により

𝑓′(𝑦)𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 1

である。したがって、

𝑑
𝑑𝑥
𝑓−1(𝑥) = 1

𝑓′(𝑓−1(𝑥))

を
え

得る。この
こうしき

公式は 𝑓′(𝑓−1(𝑥)) ≠ 0 が
ひつよう

必要である。
せっせん

接線が
すいへい

水平になる
てん

点では、
ぎゃくかんすう

逆関数の
かたむ

傾 きが
むげんだい

無限大にな

る
かのうせい

可能性がある。

9 
たいすうびぶん

対数微分

𝑦 > 0 の
はんい

範囲で、ln 𝑦 を
びぶん

微分すると

𝑑
𝑑𝑥
ln 𝑦 = 𝑦′

𝑦

である。したがって、
せき

積・
しょう

商 ・
べき

冪が
ふくざつ

複雑に
かさ

重なる
ばあい

場合は、
さき

先に
たいすうか

対数化することで
せき

積を
わ

和へ、
べき

冪を
せき

積へ
へんかん

変換

できる。
れい

例として 𝑦 = 𝑥𝑥（𝑥 > 0）を
けんとう

検討する。ln 𝑦 = 𝑥 ln 𝑥 だから、

𝑦′
𝑦
= ln 𝑥 + 1

である。よって

𝑑
𝑑𝑥
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(ln 𝑥 + 1)

となる。𝑥𝑥 は
べきかんすう

冪関数 𝑥𝑟 でも
しすうかんすう

指数関数 𝑎𝑥 でもなく、
てい

底と
しすう

指数の
りょうほう

両方が
へんすう

変数であるため、
たいすうびぶん

対数微分が
しぜん

自然で

ある。

10 
しょとうかんすう

初等関数の
びぶんこうしき

微分公式

かんすう

関数
どうかんすう

導関数
こんきょ

根拠
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𝐶 0
ていすう

定数の
さ

差は 0

𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1
にこうていり

二項定理

𝑥𝑟（𝑥 > 0） 𝑟𝑥𝑟−1 𝑥𝑟 = 𝑒𝑟 ln𝑥

𝑒𝑥 𝑒𝑥 𝑒 の
せいきか

正規化

𝑎𝑥 𝑎𝑥 ln 𝑎 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln𝑎

ln 𝑥 1/𝑥
ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分

log𝑎 𝑥 1/(𝑥 ln 𝑎) log𝑎 𝑥 = ln 𝑥/ ln 𝑎
sin 𝑥 cos 𝑥

かほうていり

加法定理と
きほんきょくげん

基本極限

cos 𝑥 − sin 𝑥
かほうていり

加法定理

tan 𝑥 sec2 𝑥 tan 𝑥 = sin 𝑥/ cos 𝑥
arcsin 𝑥 1/

√
1 − 𝑥2

ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分

arctan 𝑥 1/(1 + 𝑥2)
ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分

10.1 
さんかくかんすう

三角関数の
どうしゅつ

導出

かほうていり

加法定理より、

sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥 = sin 𝑥(cos ℎ − 1) + cos 𝑥 sin ℎ

である。
きほんきょくげん

基本極限

lim
ℎ→0

sin ℎ
ℎ

= 1, lim
ℎ→0

cos ℎ − 1
ℎ

= 0

を
もち

用いると、

𝑑
𝑑𝑥
sin 𝑥 = cos 𝑥

を
え

得る。
どうよう

同様に

cos(𝑥 + ℎ) − cos 𝑥 = cos 𝑥(cos ℎ − 1) − sin 𝑥 sin ℎ

から

𝑑
𝑑𝑥
cos 𝑥 = − sin 𝑥

を
え

得る。tan 𝑥 は
しょう

商 の
びぶん

微分で

𝑑
𝑑𝑥
tan 𝑥 = cos

2 𝑥 + sin2 𝑥
cos2 𝑥

= sec2 𝑥

となる。

10.2 
ぎゃくさんかくかんすう

逆三角関数の
どうしゅつ

導出

𝑦 = arcsin 𝑥 とする。これは sin 𝑦 = 𝑥、ただし −𝜋/2 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋/2 を
いみ

意味する。
りょうへん

両辺を
びぶん

微分すると

cos 𝑦 𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 1

である。この
はんい

範囲では cos 𝑦 ≥ 0 なので、

cos 𝑦 = √1 − sin2 𝑦 =
√
1 − 𝑥2

を
え

得る。よって
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𝑑
𝑑𝑥
arcsin 𝑥 = 1√

1 − 𝑥2

である。𝑦 = arctan 𝑥 では tan 𝑦 = 𝑥 だから、

sec2 𝑦 𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 1, sec2 𝑦 = 1 + tan2 𝑦 = 1 + 𝑥2

より

𝑑
𝑑𝑥
arctan 𝑥 = 1

1 + 𝑥2

となる。

11 
はんていきじゅん

判定基準

しき

式の
そとがわ

外側の
こうぞう

構造
せんたく

選択する
きそく

規則
ちゅうい

注意
わ

和・
さ

差
せんけいせい

線形性
かくこう

各項へ
ぶんかい

分解する
せき

積
せき

積の
びぶん

微分
かたほう

片方だけ
びぶん

微分して
かんりょう

完了しない
しょう

商
しょう

商 の
びぶん

微分
ぶんぼ

分母が 0 でない
はんい

範囲に
げんてい

限定する

𝑓(𝑔(𝑥))
れんさりつ

連鎖律
そとがわ

外側を 𝑔(𝑥) で
ひょうか

評価する
ぎゃくかんすう

逆関数
ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分 𝑓′ が 0 でない
はんい

範囲を
かくにん

確認する
てい

底と
しすう

指数の
りょうほう

両方が
へんすう

変数
たいすうびぶん

対数微分
せい

正の
はんい

範囲または
ぜったいち

絶対値を
かくにん

確認する

12 
てんけい

典型の
ごよう

誤用

だいいち

第一に、(𝑓𝑔)′ = 𝑓′𝑔′ としてはならない。
せき

積では
ふた

二つの
いんし

因子が
どうじ

同時に
へんか

変化するため、𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′ が
ひつよう

必要である。
だいに

第二に、
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓′(𝑔(𝑥)) で

ていし

停止してはならない。
うちがわ

内側の
へんかりつ

変化率 𝑔′(𝑥) が
けつらく

欠落すると、
ごうせい

合成の
へんか

変化を

かしょうひょうか

過小評価する。
だいさん

第三に、
𝑑
𝑑𝑥
ln 𝑥 = 1/𝑥 は 𝑥 > 0 の

じっすう

実数
たいすう

対数で
せいりつ

成立する。
ふ

負の
はんい

範囲を
ふく

含む
けいさん

計算では ln| 𝑥 | や
ふくそたいすう

複素対数の
あつか

扱 い

が
もんだい

問題になる。

13 どこまで
せいりつ

成立するか

このページの
きそく

規則は、
たいしょう

対象の
かんすう

関数が
がいとうてん

該当点で
びぶんかのう

微分可能であることを
ぜんてい

前提とする。
ぶんぼ

分母が 0 になる
てん

点、
ぎゃくかんすう

逆関数

の
びぶん

微分で 𝑓′ = 0 となる
てん

点、
たいすう

対数が
ていぎ

定義されない
てん

点では、
こうしき

公式を
きかいてき

機械的に
てきよう

適用してはならない。
たへんすうびせきぶん

多変数微積分では、
れんさりつ

連鎖律はヤコビ
ぎょうれつ

行列の
せき

積として
いっぱんか

一般化される。
びぶんほうていしき

微分方程式では、これらの
びぶんこうしき

微分公式が

ほうていしき

方程式の
かたはんてい

型判定と
へんすうへんかん

変数変換の
きばん

基盤になる。

14 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 微分法と導関数計算 exercise math calculus

https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/微分法と導関数計算-基本演習/
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15 
かんれん

関連リンク

→ 講義 微分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分法の基本-講義/

→ 講義 積分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/積分法の基本-講義/

→ 講義 指数関数と対数関数 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/指数関数と対数関数-講義/

→ 講義 三角関数の加法定理 lecture math trigonometry

https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/三角関数の加法定理-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/%E6%8C%87%E6%95%B0%E9%96%A2%E6%95%B0%E3%81%A8%E5%AF%BE%E6%95%B0%E9%96%A2%E6%95%B0-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/
https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/%E4%B8%89%E8%A7%92%E9%96%A2%E6%95%B0%E3%81%AE%E5%8A%A0%E6%B3%95%E5%AE%9A%E7%90%86-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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