
びぶんせきぶんがく

微分積分学の
きほんていり

基本定理

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
ていせきぶん

定積分を
るいせきかんすう

累積関数として
せってい

設定すると、その
どうかんすう

導関数が
もと

元の
かんすう

関数を
かいふく

回復する、という
こうぞう

構造で

ある。
びぶん

微分は
きょくしょてき

局所的な
へんかりつ

変化率を
しゅとく

取得する
そうさ

操作であり、
せきぶん

積分は
ちい

小さな
きよ

寄与を
るいせき

累積する
そうさ

操作である。
きほんていり

基本定理は、こ

の
ふた

二つが
ぐうぜん

偶然に
に

似た
きごう

記号を
も

持つという
しゅちょう

主張ではない。
るいせき

累積した
りょう

量 の
しゅんかんへんかりつ

瞬間変化率を
しゅとく

取得すると、
かくてん

各点で
くわ

加え

ていた
みつど

密度が
さいげん

再現されるという
ていり

定理である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

どうかんすう

導関数
derivative

 は、
かんすう

関数の
いってんきんぼう

一点近傍における
へんかりつ

変化率を
あらわ

表 す
りょう

量 である。
ていせきぶん

定積分
definite integral

 は、
くかん

区間 [𝑎, 𝑏] での
るいせきりょう

累積量を
すう

数として
あらわ

表 す
そうさ

操作である。
げんしかんすう

原始関数
antiderivative

 は、𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) を
み

満たす
かんすう

関数 𝐺 である。
げんしかんすう

原始関数は
いちい

一意ではなく、
ていすう

定数を
かさん

加算しても
おな

同じ
どうかんすう

導関数

を
も

持つ。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
せんたく

選択するか

びぶん

微分と
せきぶん

積分の
かんけい

関係を
かくにん

確認するには、まず
じょうたん

上端を
へんすう

変数にした
るいせきかんすう

累積関数

𝐹(𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

を
こうせい

構成する。この
かたち

形 を
さいよう

採用する
りゆう

理由は、𝑥 を
すこ

少し
へんか

変化させたときに
ぞうか

増加する
るいせきりょう

累積量が、
みじか

短 い
くかん

区間 [𝑥, 𝑥 + ℎ] 

における
せきぶん

積分だけに
しゅうちゅう

集中 するからである。
だいに

第二の
しゅちょう

主張では、
げんしかんすう

原始関数 𝐺 が
きち

既知である
ばあい

場合に、
ていせきぶん

定積分を 𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎) で
けいさん

計算できることを
しめ

示す。
かぎ

鍵は、

おな

同じ
どうかんすう

導関数を
も

持つ
かんすう

関数どうしは
ていすうさ

定数差しか
も

持たない、という
じじつ

事実である。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

𝐹(𝑥) = ∫𝑥
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 は、𝑎 から 𝑥 まで

ちくせき

蓄積した
りょう

量 である。𝑥 を 𝑥 + ℎ へ
いどう

移動させると、
あら

新たに
ぞうか

増加する
ぶぶん

部分

は 𝑥 から 𝑥 + ℎ までの
ほそ

細い
くかん

区間だけである。
はば

幅が ℎ で、
たか

高さがほぼ 𝑓(𝑥) なら、
ぞうかぶん

増加分はおよそ 𝑓(𝑥)ℎ であ

る。したがって、
ぞうかぶん

増加分を ℎ で
わ

割ると 𝑓(𝑥) が
あらわ

現 れる。

この
ちょっかん

直感を
さしょう

差商で
げんみつか

厳密化したものが
きほんていり

基本定理の
だいいちぶ

第一部である。
だいにぶ

第二部は、
るいせきかんすう

累積関数を
まいかい

毎回
ていぎ

定義しなくても、

げんしかんすう

原始関数が
しゅとく

取得できれば
たんてんさ

端点差で
ていせきぶん

定積分を
けいさん

計算できるという
じつようけい

実用形である。
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5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 
だいいちぶ

第一部：
るいせきかんすう

累積関数の
びぶん

微分

𝑓  を
れんぞくかんすう

連続関数とし、

𝐹(𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

と
ていぎ

定義する。このとき、

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥) = ∫
𝑥+ℎ

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 −∫

𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑥+ℎ

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

である。
きょうつうぶぶん

共通部分が
しょうきょ

消去され、
あら

新たに
ついか

追加された
くかん

区間だけが
のこ

残る。したがって
さしょう

差商は

𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥)
ℎ

= 1
ℎ
∫

𝑥+ℎ

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

となる。
うへん

右辺は
くかん

区間 [𝑥, 𝑥 + ℎ] における 𝑓  の
へいきんち

平均値である。𝑓  が
れんぞく

連続なら、ℎ → 0 の
きょくげん

極限でこの
へいきんち

平均値は 

𝑓(𝑥) へ
しゅうそく

収束する。よって

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

を
え

得る。

5.2 
だいいちぶ

第一部の
へんけい

変形：
かたん

下端が
へんすう

変数の
ばあい

場合

𝑓  を
れんぞくかんすう

連続関数とし、

𝐾(𝑥) = ∫
𝑏

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

と
ていぎ

定義する。この
ばあい

場合は、
じょうたん

上端ではなく
かたん

下端が
いどう

移動する。𝑥 を 𝑥 + ℎ へ
へんか

変化させると、

𝐾(𝑥 + ℎ) −𝐾(𝑥) = ∫
𝑏

𝑥+ℎ
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 −∫

𝑏

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = −∫

𝑥+ℎ

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

である。したがって、

𝐾(𝑥 + ℎ) −𝐾(𝑥)
ℎ

= −1
ℎ
∫

𝑥+ℎ

𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

となり、ℎ → 0 で

𝐾′(𝑥) = −𝑓(𝑥)

を
え

得る。
じょうたん

上端が
へんすう

変数なら
せいふごう

正符号、
かたん

下端が
へんすう

変数なら
ふふごう

負符号になるのは、
るいせきくかん

累積区間が
ふ

増えるか
へ

減るかの
ちが

違いに

よる。

5.3 
だいにぶ

第二部：
げんしかんすう

原始関数による
ていせきぶん

定積分の
けいさん

計算

𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) を
み

満たす
げんしかんすう

原始関数 𝐺 が
そんざい

存在するとする。
だいいちぶ

第一部により、
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𝐻(𝑥) = ∫
𝑥

𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

は 𝐻′(𝑥) = 𝑓(𝑥) を
み

満たす。
いっぽう

一方、𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) なので

(𝐻 − 𝐺)′ = 𝐻′ − 𝐺′ = 0

である。したがって 𝐻 −𝐺 は
ていすうかんすう

定数関数である。𝐻(𝑎) = 0 だから、

𝐻(𝑥) = 𝐺(𝑥) − 𝐺(𝑎)

となる。𝑥 = 𝑏 を
だいにゅう

代入すると

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎)

を
え

得る。

5.4 
だいにぶ

第二部の
きけつ

帰結：
そうへんかりょう

総変化量の
かたち

形

𝑓  が
びぶんかのう

微分可能で 𝑓′ が
れんぞく

連続なら、
だいにぶ

第二部を 𝑓′ に
てきよう

適用して

∫
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

を
え

得る。これは
そうへんかりょう

総変化量の
こうしき

公式である。
どうかんすう

導関数を
せきぶん

積分すると、
とちゅう

途中の
しょうさい

詳細ではなく
してん

始点と
しゅうてん

終点の
さ

差だけが

のこ

残る。

6 
ぐたいれい

具体例

𝑓(𝑡) = 𝑡2 とする。
るいせきかんすう

累積関数は

𝐹(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑡2 𝑑𝑡 = 𝑥3

3

である。これを
びぶん

微分すると

𝐹′(𝑥) = 𝑥2 = 𝑓(𝑥)

となる。
るいせき

累積してから
びぶん

微分すると、
もと

元の
みつどかんすう

密度関数が
かいふく

回復される。
おな

同じ 𝑓  に
たい

対して、
ていせきぶん

定積分

∫
3

1
𝑥2 𝑑𝑥

を
けいさん

計算するなら、
げんしかんすう

原始関数 𝐺(𝑥) = 𝑥3/3 を
もち

用いて

𝐺(3) − 𝐺(1) = 27
3
− 1
3
= 26

3

を
え

得る。
かたん

下端が
へんすう

変数の
れい

例として、

𝐾(𝑥) = ∫
2

𝑥
𝑒𝑡 𝑑𝑡

を
ていぎ

定義する。このとき
だいいちぶ

第一部の
へんけい

変形により

𝐾′(𝑥) = −𝑒𝑥
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である。また
そうへんかりょう

総変化量の
れい

例として、

∫
3

1
(3𝑥2 − 2) 𝑑𝑥

を
けんとう

検討すると、𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 の
どうかんすう

導関数が 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2 だから

∫
3

1
(3𝑥2 − 2) 𝑑𝑥 = 𝑓(3) − 𝑓(1) = (27 − 6) − (1 − 2) = 22

となる。
ひせきぶんかんすう

被積分関数が
どうかんすう

導関数の
かたち

形 で
あた

与えられる
ばあい

場合、
げんしかんすう

原始関数を
しんき

新規に
たんさく

探索するより、
そうへんかりょう

総変化量として

かいしゃく

解釈したほうが
こうぞう

構造が
めいりょう

明瞭になる。

7 
べつ

別の
かんてん

観点

かいせきてき

解析的には、
きほんていり

基本定理は
さしょう

差商の
きょくげん

極限と
せきぶんへいきん

積分平均の
かんけい

関係である。
きかてき

幾何的には、
めんせき

面積の
ぞうかりつ

増加率がその
ちてん

地点の
たか

高

さに
いっち

一致するという
しゅちょう

主張である。
けいさんてき

計算的には、
ていせきぶん

定積分を
げんしかんすう

原始関数の
たんてんさ

端点差へ
へんかん

変換する
しゅだん

手段である。

この
みっ

三つの
かんてん

観点を
くべつ

区別すると、
きほんていり

基本定理は
こうしき

公式ではなく、
きょくしょへんか

局所変化と
たいいきるいせき

大域累積を
せつぞく

接続する
こうぞう

構造として
りかい

理解で

きる。

8 
はんてい

判定
きじゅん

基準

•
じょうたん

上端が
へんすう

変数の
ていせきぶん

定積分が
とうじょう

登場したら、
だいいちぶ

第一部により
びぶん

微分を
じっこう

実行する。

•
かたん

下端が
へんすう

変数の
ていせきぶん

定積分が
とうじょう

登場したら、
ふふごう

負符号が
つ

付くことを
かくにん

確認する。

•
ていせきぶん

定積分の
あたい

値 を
けいさん

計算したい
ばあい

場合は、
げんしかんすう

原始関数を
しゅとく

取得し、
だいにぶ

第二部により
たんてんさ

端点差を
けいさん

計算する。

•
ひせきぶんかんすう

被積分関数が
どうかんすう

導関数の
かたち

形 なら、
そうへんかりょう

総変化量 ∫𝑏
𝑎
𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) として

かいしゃく

解釈する。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

だいいちぶ

第一部をこの
かたち

形 で
しよう

使用するには、
すく

少なくとも 𝑓  の
れんぞくせい

連続性を
かてい

仮定するのが
ひょうじゅんてき

標準的 である。
ふれんぞく

不連続な
かんすう

関数で

も
はってんてき

発展的な
ていり

定理は
そんざい

存在するが、この
こうぎ

講義の
はんい

範囲では
れんぞくかんすう

連続関数を
たいしょう

対象とする。
だいにぶ

第二部では、
げんしかんすう

原始関数が
しゅとく

取得できることが
けいさんじょう

計算上の
ぜんてい

前提である。すべての
ていせきぶん

定積分が
しょとうかんすう

初等関数の
げんしかんすう

原始関数で

けいさん

計算できるわけではない。その
ばあい

場合は
すうちせきぶん

数値積分、
きんじ

近似、
とくしゅかんすう

特殊関数を
けんとう

検討する。

10 
さいしゅうけい

最終形

𝐹(𝑥) = ∫𝑥
𝑎
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ⟹ 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⟹ ∫𝑏
𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎)

𝑑
𝑑𝑥 ∫

𝑏
𝑥
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = −𝑓(𝑥), ∫𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
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11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 積分法と計算法 exercise math calculus

https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/積分法と計算法-基本演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 極限と連続 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/極限と連続-講義/

→ 講義 微分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分法の基本-講義/

→ 講義 微分公式と計算法 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分公式と計算法-講義/

→ 講義 積分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/積分法の基本-講義/

→ 講義 積分公式と計算法 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/積分公式と計算法-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/
https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%A8%E8%A8%88%E7%AE%97%E6%B3%95-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E6%A5%B5%E9%99%90%E3%81%A8%E9%80%A3%E7%B6%9A-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E5%85%AC%E5%BC%8F%E3%81%A8%E8%A8%88%E7%AE%97%E6%B3%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E5%85%AC%E5%BC%8F%E3%81%A8%E8%A8%88%E7%AE%97%E6%B3%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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