
せきぶんこうしき

積分公式と
けいさんほう

計算法

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
せきぶんこうしき

積分公式を
びぶんこうしき

微分公式の
ぎゃくむ

逆向きとして
どうしゅつ

導出し、
ひせきぶんかんすう

被積分関数の
こうぞう

構造から
ちかんせきぶん

置換積分・
ぶぶんせきぶん

部分積分

・
ちょくせつこうしき

直接公式を
せんたく

選択する
きじゅん

基準を
かくりつ

確立することにある。
せきぶん

積分は
めんせきこうしき

面積公式の
あんき

暗記ではない。
ふていせきぶん

不定積分は
げんしかんすう

原始関数の
たんさく

探索であり、
ていせきぶん

定積分は
きょくしょてき

局所的
きよ

寄与の
そうわ

総和である。

びぶんせきぶんがく

微分積分学の
きほんていり

基本定理により、
おお

多くの
ていせきぶん

定積分は
げんしかんすう

原始関数の
たんてんさ

端点差へ
かんげん

還元される。そのため、
げんしかんすう

原始関数をど

う
こうせい

構成するかが
せきぶんけいさん

積分計算の
ちゅうしん

中心になる。

2 
なに

何を
しょり

処理するページか

このページでは、
しょとうかんすう

初等関数の
せきぶんこうしき

積分公式、
ちかんせきぶん

置換積分、
ぶぶんせきぶん

部分積分、
ゆうりかんすう

有理関数や
ぎゃくさんかくかんすう

逆三角関数に
せつぞく

接続する
きほんけい

基本形を

あつか

扱 う。
しょうてん

焦点は
てじゅん

手順の
れっきょ

列挙ではなく、
ひせきぶんかんすう

被積分関数を
かんさつ

観察したときに
つぎ

次を
はんてい

判定することである。

•
きち

既知の
びぶんこうしき

微分公式を
ぎゃくむ

逆向きに
しよう

使用できるか。

•
うちがわ

内側の
かんすう

関数とその
どうかんすう

導関数が
どうじ

同時に
そんざい

存在するか。

•
せき

積の
びぶん

微分を
ぎゃくむ

逆向きに
しよう

使用して
ぶぶんせきぶん

部分積分へ
いこう

移行できるか。

•
ぶんぼ

分母の
どうかんすう

導関数が
ぶんし

分子に
あらわ

現 れるか。

•
しょとうかんすう

初等関数では
げんしかんすう

原始関数を
きじゅつ

記述できない
かのうせい

可能性があるか。

3 
ほうしん

方針

せきぶん

積分では、まず
びぶんこうしき

微分公式の
ぎゃくむ

逆向きで
ちょくせつ

直接
しょり

処理できるかを
かくにん

確認する。
つぎ

次に、
れんさりつ

連鎖律の
ぎゃくむ

逆向きとして
ちかんせきぶん

置換積分

を
けんとう

検討し、
せき

積の
びぶん

微分の
ぎゃくむ

逆向きとして
ぶぶんせきぶん

部分積分を
けんとう

検討する。
ゆうりかんすう

有理関数では
いんすうぶんかい

因数分解や
ぶぶんぶんすうぶんかい

部分分数分解を
しよう

使用し、

さんかくかんすう

三角関数や
こんごう

根号を
ふく

含む
かたち

形 では
ちかん

置換を
せんたく

選択する。

4 
せんけいせい

線形性と
せきぶんていすう

積分定数

せきぶん

積分の
せんけいせい

線形性は、
びぶん

微分の
せんけいせい

線形性から
したが

従 う。𝐹′ = 𝑓、𝐺′ = 𝑔 なら、

(𝑎𝐹 + 𝑏𝐺)′ = 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔

である。したがって、

∫(𝑎𝑓(𝑥) + 𝑏𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑎∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑏∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

である。ただし
ふていせきぶん

不定積分では
せきぶんていすう

積分定数を
ひと

一つにまとめる。𝐶1 +𝐶2 のように
ふくすう

複数の
ていすう

定数を
ほじ

保持しても、

にんいていすう

任意定数としては
ひと

一つの 𝐶 に
きゅうしゅう

吸収 される。

md 17f522d p. 1

/lecture/math/calculus/積分公式と計算法-講義



5 
ちょくせつこうしき

直接公式の
どうしゅつ

導出

せきぶんこうしき

積分公式は、
こうほ

候補となる
げんしかんすう

原始関数を
びぶん

微分して
かくにん

確認することで
どうしゅつ

導出される。𝑛 ≠ −1 なら、

𝑑
𝑑𝑥

( 𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
) = 𝑥𝑛

であるため、

∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 = 𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶

である。𝑛 = −1 の
ばあい

場合は
ぶんぼ

分母が 0 になるため、この
こうしき

公式は
てきよう

適用できない。かわりに

𝑑
𝑑𝑥

ln| 𝑥 | = 1
𝑥

(𝑥 ≠ 0)

から

∫ 1
𝑥
𝑑𝑥 = ln| 𝑥 | + 𝐶

を
え

得る。
ぜったいち

絶対値が
ひつよう

必要なのは、1/𝑥 が
せい

正の
はんい

範囲と
ふ

負の
はんい

範囲の
りょうほう

両方で
ていぎ

定義されるためである。
しすうかんすう

指数関数では、

𝑑
𝑑𝑥

𝑒𝑥 = 𝑒𝑥, 𝑑
𝑑𝑥

𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 ln 𝑎

より、

∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 +𝐶, ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶

を
え

得る。𝑎𝑥 の
こうしき

公式では 𝑎 > 0 かつ 𝑎 ≠ 1 が
ひつよう

必要である。
さんかくかんすう

三角関数では、

𝑑
𝑑𝑥

(− cos 𝑥) = sin 𝑥, 𝑑
𝑑𝑥

sin 𝑥 = cos 𝑥

から、

∫sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶, ∫cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶

となる。また

𝑑
𝑑𝑥

tan 𝑥 = sec2 𝑥

だから、

∫sec2 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶

である。

6 
ちかんせきぶん

置換積分の
どうしゅつ

導出

ちかんせきぶん

置換積分は
れんさりつ

連鎖律の
ぎゃくむ

逆向きである。𝐹′ = 𝑓  とし、𝑢 = 𝑔(𝑥) とおくと、
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𝑑
𝑑𝑥

𝐹(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)

である。したがって、

∫𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑔(𝑥)) + 𝐶

となる。
ひせきぶんかんすう

被積分関数の
なか

中に「
うちがわ

内側の
かんすう

関数」と「その
どうかんすう

導関数」が
どうじ

同時に
そんざい

存在するとき、
ちかん

置換が
しぜん

自然である。
れい

例として、

∫2𝑥𝑒𝑥2 𝑑𝑥

を
けんとう

検討する。𝑢 = 𝑥2 とすると 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 である。したがって、

∫2𝑥𝑒𝑥2 𝑑𝑥 = ∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒𝑢 +𝐶 = 𝑒𝑥2 +𝐶

である。
ていせきぶん

定積分では
じょうかげん

上下限も
へんかん

変換する。たとえば

∫
1

0
2𝑥𝑒𝑥2 𝑑𝑥 = ∫

1

0
𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒 − 1

となる。𝑥 = 0 で 𝑢 = 0、𝑥 = 1 で 𝑢 = 1 になるためである。

7 
ぶぶんせきぶん

部分積分の
どうしゅつ

導出

ぶぶんせきぶん

部分積分は
せき

積の
びぶん

微分の
ぎゃくむ

逆向きである。

(𝑓𝑔)′ = 𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′

の
りょうへん

両辺を
せきぶん

積分すると、

𝑓𝑔 = ∫𝑓′𝑔 𝑑𝑥 +∫𝑓𝑔′ 𝑑𝑥

である。したがって、

∫𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) −∫𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

を
え

得る。
ぶぶんせきぶん

部分積分は、
せき

積の
いっぽう

一方を
びぶん

微分すると
かんたん

簡単になり、
たほう

他方を
せきぶん

積分しても
ふくざつ

複雑になりすぎない
ばあい

場合に
ゆうこう

有効

である。
れい

例として、

∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥

を
しょり

処理する。𝑓 = 𝑥、𝑔′ = 𝑒𝑥 と
せんたく

選択すれば、𝑓′ = 1、𝑔 = 𝑒𝑥 である。したがって、

∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +𝐶

となる。
たいしょうれい

対照例として ∫𝑥2𝑒𝑥 𝑑𝑥 では、
ぶぶんせきぶん

部分積分を
いっかい

一回で
しゅうりょう

終了 できない。
たこうしき

多項式を
びぶん

微分で
じすう

次数を
さ

下げるた

め、
はんぷく

反復が
ひつよう

必要になる。
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8 
たいすうがた

対数型と
ぎゃくさんかくがた

逆三角型

ぶんぼ

分母の
どうかんすう

導関数が
ぶんし

分子に
ひれい

比例して
そんざい

存在する
ばあい

場合は、
たいすうがた

対数型を
うたが

疑 う。𝑔(𝑥) ≠ 0 で 𝑔′ が
あらわ

現 れるなら、

∫ 𝑔′(𝑥)
𝑔(𝑥)

𝑑𝑥 = ln| 𝑔(𝑥)| + 𝐶

である。
れい

例として、

∫ 2𝑥
𝑥2 + 1

𝑑𝑥 = ln(𝑥2 + 1) + 𝐶

である。
ぎゃくさんかくがた

逆三角型は
ぎゃくかんすう

逆関数の
びぶん

微分から
どうしゅつ

導出される。

𝑑
𝑑𝑥

arctan 𝑥 = 1
1 + 𝑥2 ,

𝑑
𝑑𝑥

arcsin 𝑥 = 1√
1 − 𝑥2

より、

∫ 1
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 = arctan 𝑥 + 𝐶

∫ 1√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶

を
え

得る。

9 
ゆうりかんすう

有理関数の
いりぐち

入口

ゆうりかんすう

有理関数と は
たこうしき

多項式の
しょう

商 で あ る 。
ぶんし

分子の
じすう

次数が
ぶんぼ

分母の
じすう

次数
いじょう

以上な ら 、 ま ず
たこうしきじょほう

多項式除法で
せいしきぶぶん

整式部分と

しんぶんすうぶぶん

真分数部分へ
ぶんかい

分解する。
ぶんぼ

分母が
いんすうぶんかい

因数分解できる
ばあい

場合は、
ぶぶんぶんすうぶんかい

部分分数分解が
ゆうこう

有効である。

たとえば、

1
𝑥2 − 1

= 1
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

= 1
2

1
𝑥 − 1

− 1
2

1
𝑥 + 1

である。したがって、

∫ 1
𝑥2 − 1

𝑑𝑥 = 1
2
ln| 𝑥 − 1 | − 1

2
ln| 𝑥 + 1 | + 𝐶

を
え

得る。この
ほうほう

方法は
ゆうりかんすう

有理関数に
とっか

特化した
だいすうてき

代数的
ぶんかい

分解であり、すべての
かんすう

関数に
てきよう

適用できるわけではない。

10 
はんていきじゅん

判定基準

ひせきぶんかんすう

被積分関数の
こうぞう

構造
せんたく

選択する
ほうしん

方針
こんきょ

根拠
きほんかんすう

基本関数そのもの
ちょくせつこうしき

直接公式
びぶんこうしき

微分公式の
ぎゃくむ

逆向き

𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥)
ちかんせきぶん

置換積分
れんさりつ

連鎖律の
ぎゃくむ

逆向き
いしゅ

異種の
かんすう

関数の
せき

積
ぶぶんせきぶん

部分積分
せき

積の
びぶん

微分の
ぎゃくむ

逆向き

𝑔′(𝑥)/𝑔(𝑥)
たいすうがた

対数型 (ln|𝑔|)′ = 𝑔′/𝑔
ゆうりかんすう

有理関数
じょほう

除法・
ぶぶんぶんすうぶんかい

部分分数分解
だいすうてき

代数的
ぶんかい

分解
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こんごう

根号・
さんかく

三角
けい

形
ちかん

置換または
さんかくちかん

三角置換
ていぎいき

定義域と
こうとうしき

恒等式

11 
てんけい

典型の
ごよう

誤用

だいいち

第一に、∫𝑓(𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 を
きかいてき

機械的に 𝐹(𝑔(𝑥)) としてはならない。
れんさりつ

連鎖律の
ぎゃくむ

逆向きには 𝑔′(𝑥) が
ひつよう

必要である。
だいに

第二に、
ぶぶんせきぶん

部分積分でどちらを
びぶん

微分し、どちらを
せきぶん

積分するかを
むさくい

無作為に
せんたく

選択してはならない。
びぶん

微分で
かんたん

簡単にな

る
いんし

因子を
ゆうせん

優先する。
だいさん

第三に、
げんしかんすう

原始関数が
つね

常に
しょとうかんすう

初等関数で
きじゅつ

記述できると
かてい

仮定してはならない。たとえば

∫𝑒−𝑥2 𝑑𝑥

は
しょとうかんすう

初等関数では
げんしかんすう

原始関数を
きじゅつ

記述できない。この
じじつ

事実は
せきぶん

積分が
しっぱい

失敗したことではなく、
かんすう

関数の
ひょうげんたいけい

表現体系に

げんかい

限界があることを
いみ

意味する。

12 どこまで
せいりつ

成立するか

このページの
こうしき

公式は、
れんぞく

連続な
はんい

範囲、
ぶんぼ

分母が 0 でない
はんい

範囲、
ちかん

置換が
ゆうこう

有効な
はんい

範囲を
ぜんてい

前提とする。
こうぎせきぶん

広義積分では、

げんしかんすう

原始関数が
そんざい

存在しても
ていせきぶん

定積分が
しゅうそく

収束するとは
かぎ

限らない。
せきぶん

積分の
けいさん

計算は、
びぶんほうていしき

微分方程式では
へんすうぶんり

変数分離や
せきぶんいんし

積分因子に
せつぞく

接続し、
たへんすうびせきぶん

多変数微積分では
じゅうせきぶん

重積分や
へんすうへんかん

変数変換へ
かくちょう

拡張

される。ただし、このページでは
いちへんすう

一変数の
こうしきどうしゅつ

公式導出と
けいさんほうしん

計算方針に
げんてい

限定する。

13 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 積分法と計算法 exercise math calculus

https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/積分法と計算法-基本演習/

14 
かんれん

関連リンク

→ 講義 積分法の基本 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/積分法の基本-講義/

→ 講義 微分公式と計算法 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分公式と計算法-講義/

→ 講義 微分積分学の基本定理 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分積分学の基本定理-講義/

→ 講義 微分積分の応用 lecture math calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/微分積分の応用-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/
https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%A8%E8%A8%88%E7%AE%97%E6%B3%95-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E7%A9%8D%E5%88%86%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E5%85%AC%E5%BC%8F%E3%81%A8%E8%A8%88%E7%AE%97%E6%B3%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/%E5%BE%AE%E5%88%86%E7%A9%8D%E5%88%86%E5%AD%A6%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E5%AE%9A%E7%90%86-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/calculus/
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