
Euler 
ほう

法の
つぎ

次に
なに

何が
く

来るか：Runge-Kutta と
いんてきほうほう

陰的方法の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、Euler 
ほう

法の
けってん

欠点を
せいど

精度と
あんていせい

安定性に
ぶんかい

分解し、それぞれに
たい

対して Runge-Kutta 
ほう

法と

いんてきほうほう

陰的方法が
たいおう

対応することを
かくにん

確認することである。

2 
なに

何を
と

解くページか

たいしょう

対象は
しょきちもんだい

初期値問題

𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0

である。Euler 
ほう

法は 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛) であるが、
きょくしょじょうほう

局所情報 を 1 
かい

回しか
りよう

利用しないため
せいど

精度が
ひく

低く、
ごうせい

剛性

のある
もんだい

問題では
あんていせい

安定性も
ふそく

不足する。

ここで
せいど

精度と
あんていせい

安定性を
ぶんり

分離することが
じゅうよう

重要である。
せいど

精度は「
しん

真の
かい

解にどれだけ
ちか

近いか」を
はか

測る。
あんていせい

安定性は

「
ほんらい

本来
げんすい

減衰すべき
せいぶん

成分を、
すうちけいさん

数値計算が
じんこうてき

人工的に
ぞうふく

増幅しないか」を
はか

測る。
こうじせいど

高次精度の
ほうほう

方法でも、
きざ

刻み
はば

幅が

あんていじょうけん

安定条件を
やぶ

破れば
はたん

破綻する。

3 Runge-Kutta 
ほう

法の
はっそう

発想

Runge-Kutta 
ほう

法は、
くかんない

区間内の
ふくすう

複数の
かたむ

傾 きを
ひょうか

評価し、それらを
へいきん

平均して
じてん

次点を
こうせい

構成する。
だいひょう

代表である 4 
じ

次 

Runge-Kutta 
ほう

法は
𝑘1 = 𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛),

𝑘2 = 𝑓(𝑡𝑛 + ℎ/2, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘1/2),

𝑘3 = 𝑓(𝑡𝑛 + ℎ/2, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘2/2),

𝑘4 = 𝑓(𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3),

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)

で
あた

与えられる。
もくてき

目的は、
くかん

区間の
とちゅう

途中の
かたむ

傾 きも
はんえい

反映し、Taylor 
てんかい

展開の
こうじこう

高次項まで
せいごう

整合させることである。

4 
いんてきほうほう

陰的方法の
はっそう

発想

Backward Euler 
ほう

法は

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑡𝑛+1, 𝑦𝑛+1)

である。
うへん

右辺に
みち

未知の 𝑦𝑛+1 が
ふく

含まれるため、
かくだんかい

各段階で
ほうていしき

方程式を
と

解く
ひつよう

必要がある。その
か

代わり、𝑦′ = 𝑎𝑦, 𝑎 <

0 のような
げんすいもんだい

減衰問題で
あんていせい

安定性が
つよ

強い。
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この
ほうほう

方法を
せんたく

選択する
りゆう

理由は、
あたら

新 しい
じこく

時刻の
かたむ

傾 きを
もち

用いることで、
げんすい

減衰する
かい

解の
む

向きを
すうちてき

数値的に
そんちょう

尊重しやす

くなるためである。
だいしょう

代償として、
せんけいもんだい

線型問題では
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式、
ひせんけいもんだい

非線型問題では Newton 
ほう

法などの
はんぷくかいほう

反復解法

が
ひつよう

必要になる。

5 
ぐたいれい

具体例

𝑦′ = −10𝑦 に
たい

対して Forward Euler 
ほう

法は 𝑦𝑛+1 = (1 − 10ℎ)𝑦𝑛 である。ℎ = 0.3 では
ばいりつ

倍率が −2 となり
ふあんてい

不安定

である。
いっぽう

一方、Backward Euler 
ほう

法は

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − 10ℎ𝑦𝑛+1

より

𝑦𝑛+1 =
1

1 + 10ℎ
𝑦𝑛

となり、
にんい

任意の ℎ > 0 で
げんすい

減衰する。

この
れい

例では、
しん

真の
かい

解 𝑒−10𝑡 は
たんちょうげんすい

単調減衰する。Forward Euler 
ほう

法で ℎ = 0.3 を
さいよう

採用すると、
ばいりつ

倍率が −2 と

なるため、
ふごう

符号を
はんてん

反転しながら
ぜったいち

絶対値が
ぞうか

増加する。これは
びぶんほうていしき

微分方程式の
せいしつ

性質ではなく、
すうちほう

数値法が
せいせい

生成した

じんこうてききょどう

人工的挙動である。

6 
せんたくきじゅん

選択基準

じょうきょう

状況
こうほ

候補
りゆう

理由
なめ

滑らかで
ひごうせい

非剛性の
もんだい

問題 Runge-Kutta 
ほう

法
すく

少ない
じっそうふたん

実装負担で
こうじせいど

高次精度を
え

得やすい
きゅうそくげんすい

急速減衰と
おそ

遅い
せいぶん

成分が
こんざい

混在する
ごうせいもんだい

剛性問題
いんてきほうほう

陰的方法
あんていせい

安定性を
かくほ

確保しやすい
せいどけんしょう

精度検証が
ひつよう

必要な
けいさん

計算
きざ

刻み
はば

幅の
はんげんひかく

半減比較
ごさ

誤差の
げんしょうけいこう

減少傾向を
かくにん

確認できる

7 どこまで
な

成り
た

立つか

Runge-Kutta 
ほう

法は
せいど

精度を
かいぜん

改善する
ひょうじゅんしゅだん

標準手段 であるが、
ごうせい

剛性の
つよ

強い
もんだい

問題では
きざ

刻み
はば

幅を
きょくたん

極端に
ちい

小さく
ようきゅう

要求す

ることがある。
いんてきほうほう

陰的方法は
あんていせい

安定性に
つよ

強いが、
かくだんかい

各段階の
ひせんけいほうていしき

非線型方程式を
と

解く
ふたん

負担が
ぞうか

増加する。

8 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 存在一意性と数値解法 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/存在一意性と数値解法-基本演習/

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 方向場・Euler 法・誤差と安定性の入口 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/方向場・Euler 法・誤差と安定性の入口-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/
https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/%E5%AD%98%E5%9C%A8%E4%B8%80%E6%84%8F%E6%80%A7%E3%81%A8%E6%95%B0%E5%80%A4%E8%A7%A3%E6%B3%95-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/
https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/%E6%96%B9%E5%90%91%E5%A0%B4%E3%83%BBEuler%E6%B3%95%E3%83%BB%E8%AA%A4%E5%B7%AE%E3%81%A8%E5%AE%89%E5%AE%9A%E6%80%A7%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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