
ステップ
かんすう

関数・デルタ
かんすう

関数・
たた

畳み
こ

込み

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
とつぜん

突然の
にゅうりょくきりかえ

入力切替 や
しゅんかんにゅうりょく

瞬間入力 を、ラプラス
へんかん

変換と
たた

畳み
こ

込みにより
せんけいけい

線型系の
おうとう

応答とし

て
せいり

整理することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ステップ
かんすう

関数
Step function

 は、ある
じこく

時刻から
にゅうりょく

入力 が
きりかわ

切替る
かんすう

関数である。Heaviside 
かんすう

関数 𝐻(𝑡 − 𝑎) は、𝑡 < 𝑎 で 0、𝑡 > 𝑎 

で 1 と
かいしゃく

解釈する。

デルタ
かんすう

関数
Delta function

 は、
りそうか

理想化された
しゅんかんにゅうりょく

瞬間入力 を
あらわ

表 す
ぶんぷ

分布である。
つうじょう

通常の
かんすう

関数ではなく、
せきぶん

積分を
つう

通じて
さよう

作用する

たいしょう

対象である。
たた

畳み
こ

込み
Convolution

 は

(𝑓*𝑔)(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

で
ていぎ

定義される
そうさ

操作である。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

せんけいじふへんけい

線型時不変系では、
にゅうりょく

入力 を
ちい

小さなインパルスの
じゅうごう

重合として
ぶんかい

分解し、それぞれの
おうとう

応答を
かさん

加算できる。この

はっそう

発想が
たた

畳み
こ

込みである。ラプラス
へんかん

変換では
たた

畳み
こ

込みが
せき

積へ
へんかん

変換されるため、
けいさん

計算が
だいすうか

代数化される。

4 
ぐたいれい

具体例 1：ステップ
にゅうりょく

入力 の
おうとう

応答

𝑦′ + 𝑦 = 𝐻(𝑡 − 𝑎), 𝑦(0) = 0

では、
にゅうりょく

入力 が 𝑡 = 𝑎 まで 0 で、その
ご

後 1 へ
きりかわ

切替る。0 ≤ 𝑡 < 𝑎 では 𝑦′ + 𝑦 = 0、𝑦(0) = 0 であるため 𝑦(𝑡) =

0 である。𝑡 > 𝑎 では 𝑦′ + 𝑦 = 1 となり、
れんぞくせい

連続性により 𝑦(𝑎) = 0 を
しょきじょうけん

初期条件として

𝑦(𝑡) = 1 − 𝑒−(𝑡−𝑎)

を
え

得る。したがって

𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑡 − 𝑎){1 − 𝑒−(𝑡−𝑎)}

と
ひょうげん

表現できる。ラプラス
へんかん

変換では 𝐻(𝑡 − 𝑎) の
へんかん

変換に
ちえんいんし

遅延因子 𝑒−𝑎𝑠 が
あらわ

現 れ、
おうとうかいしじこく

応答開始時刻を
だいすうてき

代数的に
ほじ

保持

する。
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5 
ぐたいれい

具体例 2：インパルス
おうとう

応答と
たた

畳み
こ

込み

デルタ
にゅうりょく

入力  𝛿(𝑡 − 𝑎) は、
たんいしょうげき

単位衝撃を
じこく

時刻 𝑎 に
あた

与える
りそうか

理想化である。
けい

系のインパルス
おうとう

応答を ℎ(𝑡) とすると、

いっぱんにゅうりょく

一般入力  𝑓(𝑡) に
たい

対する
おうとう

応答は ℎ*𝑓  で
ひょうげん

表現される。

たとえば 𝑦′ + 𝑦 = 𝑓(𝑡), 𝑦(0) = 0 のインパルス
おうとう

応答は ℎ(𝑡) = 𝑒−𝑡𝐻(𝑡) である。
にゅうりょく

入力 が 𝑓(𝑡) = 𝐻(𝑡) のとき、

(ℎ*𝑓)(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑒−(𝑡−𝜏) 𝑑𝜏 = 1 − 𝑒−𝑡

となる。これは
ちょくせつかいほう

直接解法で 𝑦′ + 𝑦 = 1 を
と

解いた
けっか

結果と
いっち

一致する。
たた

畳み
こ

込みは、
かこ

過去の
にゅうりょく

入力 が
げんざい

現在の
しゅつりょく

出力

にどれだけ
ざんぞん

残存するかを
せきぶん

積分で
がっさん

合算する
そうさ

操作である。

6 
たんい

単位と
ぶつりてき

物理的
いみ

意味

𝑦′ + 𝑦 = 𝑓(𝑡) を
むじげんか

無次元化された
いちじおく

一次遅れ
けい

系として
あつか

扱 うなら、𝑦 と 𝑓  は
どういつ

同一の
じげん

次元を
も

持つ。デルタ
かんすう

関数 𝛿(𝑡 −

𝑎) は ∫ 𝛿(𝑡 − 𝑎) 𝑑𝑡 = 1 を
み

満たすため、𝛿 
じたい

自体は [s−1] の
じげん

次元を
も

持つ。したがって
しゅんかんにゅうりょく

瞬間入力 の
きょうど

強度は、
せきぶんりょう

積分量

として
かいしゃく

解釈する
ひつよう

必要がある。

7 どこまで
な

成り
た

立つか

デルタ
かんすう

関数は
つうじょう

通常の
かんすう

関数ではないため、
ぶんぷ

分布として
あつか

扱 う。
こうがくてき

工学的には
きょくたん

極端に
みじか

短 く
つよ

強い
にゅうりょく

入力 の
きょくげん

極限とし

て
ゆうよう

有用であるが、
せきぶん

積分や
へんかん

変換の
いみ

意味を
かくにん

確認して
もち

用いる
ひつよう

必要がある。
たた

畳み
こ

込みによる
おうとうひょうじ

応答表示は、
せんけいせい

線型性と
じふへんせい

時不変性に
いぞん

依存する。
ひせんけいけい

非線型系や
じかんへんかけいすう

時間変化係数を
も

持つ
けい

系では、
たんいつ

単一

のインパルス
おうとう

応答で
ぜんにゅうりょく

全入力 を
ひょうげん

表現する
こうぞう

構造は
いっぱん

一般に
せいりつ

成立しない。

8 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 微分方程式の入口と直接積分 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/微分方程式の入口と直接積分-基本演習/

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 ラプラス変換の入口 lecture math analysis

https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/ラプラス変換の入口-講義/
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