
いっぱん

一般の
にかいせんけい

二階線型
びぶんほうていしき

微分方程式の
みと

見取り
ず

図

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
にかいせんけい

二階線型という
ご

語が
ていすうけいすう

定数係数を
いみ

意味しないことを
めいかく

明確にし、
いっぱんろん

一般論と
とくしゅかいほう

特殊解法を

ぶんり

分離することである。

2 
なに

何を
と

解くページか

いっぱん

一般の
にかいせんけい

二階線型の
ひょうじゅんけい

標準形 は

𝑦″ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥)

である。𝑃(𝑥),𝑄(𝑥),𝑅(𝑥) は
たいしょうくかん

対象区間で
れんぞく

連続と
かてい

仮定する。この
じょうけん

条件のもとで、
しょきち

初期値 𝑦(𝑥0) = 𝑎, 𝑦′(𝑥0) = 𝑏 

を
してい

指定すると、
きょくしょ

局所どころか
たいしょうくかんじょう

対象区間上で
いちいかい

一意解が
そんざい

存在する。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

とくせいほうていしき

特性方程式は
にかいせんけい

二階線型の
いっぱんかいほう

一般解法ではない。
けいすう

係数が
ていすう

定数であり、𝑒𝑟𝑥 の
びぶん

微分で
かたち

形 が
ほぞん

保存される
ばあい

場合に
せいりつ

成立

する
とくしゅほう

特殊法である。この
くべつ

区別を
さき

先に
こてい

固定しないと、
へんすうけいすう

変数係数の
ほうていしき

方程式に
あやま

誤 って
とくせいほうていしき

特性方程式を
てきよう

適用する。

4 
せんけいりろん

線型理論の
こっかく

骨格

どうじほうていしき

同次方程式

𝑦″ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 0

の
かいしゅうごう

解集合は、
かほう

加法と
ていすうばい

定数倍で
と

閉じるため 2 
じげん

次元の
せんけいくうかん

線型空間になる。したがって
どくりつ

独立な 2 
かい

解 𝑦1, 𝑦2 が
え

得られ

れば、

𝑦ℎ = 𝐶1𝑦1 +𝐶2𝑦2

が
どうじかい

同次解の
いっぱんけい

一般形である。
ひどうじほうていしき

非同次方程式では、
とくかい

特解 𝑦𝑝 を 1 つ
え

得れば

𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝

が
いっぱんかい

一般解である。この
ぶんかい

分解は
せんけいせい

線型性に
ゆらい

由来する。

5 
いちじれんりつけい

一次連立系としての
かんてん

観点

いっぱん

一般の
にかいせんけい

二階線型は、
いっかいれんりつけい

一階連立系へ
へんかん

変換すると
りろん

理論の
こうぞう

構造が
めいかく

明確になる。𝑥1 = 𝑦, 𝑥2 = 𝑦′ と
せってい

設定すると、

(𝑥1𝑥2
)
′

= ( 0
−𝑄(𝑥)

1
−𝑃(𝑥))(

𝑥1
𝑥2
)+( 0

𝑅(𝑥))
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を
え

得る。
けいすう

係数が
れんぞく

連続なら、この
いっかいれんりつけい

一階連立系の
ひょうじゅんりろん

標準理論により
しょきち

初期値 𝑦(𝑥0), 𝑦′(𝑥0) から
かい

解が
いちい

一意に
けってい

決定され

る。
にかい

二階で
しょきじょうけん

初期条件が 2 
ほん

本
ひつよう

必要になる
りゆう

理由は、
じょうたい

状態が 𝑦 と 𝑦′ の 2 
せいぶん

成分を
も

持つからである。

この
かんてん

観点は、
ていすうけいすう

定数係数の
とくせいほうていしき

特性方程式と
れんりつけい

連立系の
こゆうち

固有値が
おな

同じ
じょうほう

情報を
あらわ

表 していることも
せつめい

説明する。
ていすうけいすう

定数係数

なら
ぎょうれつ

行列が
ていすう

定数となり、
こゆうち

固有値により
しすうかんすう

指数関数の
じかんはってん

時間発展へ
ぶんかい

分解できる。

→ 講義 一階連立系と行列指数関数 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/一階連立系と行列指数関数-講義/

6 Wronskian と
どくりつせい

独立性

どくりつ

独立な 2 
かい

解 𝑦1, 𝑦2 を
かくにん

確認するとき、Wronskian

𝑊(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦1𝑦(2)′ − 𝑦(1)′𝑦2

を
もち

用いる。𝑊(𝑥0) ≠ 0 なら、
けいすう

係数が
れんぞく

連続な
くかん

区間では 𝑦1, 𝑦2 は
きほんかいけい

基本解系を
こうせい

構成する。Wronskian は、
にかいほうていしき

二階方程式

の
かいくうかん

解空間が 2 
じげん

次元であることを、
せんけいだいすう

線型代数の
どくりつせい

独立性として
かくにん

確認する
どうぐ

道具である。

7 
ほうほう

方法の
ちず

地図

じょうきょう

状況
こうほ

候補となる
ほうほう

方法
りゆう

理由
ていすうけいすう

定数係数
とくせいほうていしき

特性方程式 𝑒𝑟𝑥 の
かたち

形 が
ほぞん

保存される
ひどうじ

非同次で
うへん

右辺が
ゆうげんじげん

有限次元に
と

閉じる
みていけいすうほう

未定係数法
うへん

右辺と
どうけい

同型の
こうほ

候補を
かてい

仮定できる
うへん

右辺が
いっぱんてき

一般的
ていすうへんかほう

定数変化法
きほんかい

基本解から
とくかい

特解を
こうせい

構成できる
へんすうけいすう

変数係数で
しょとうかい

初等解が
こんなん

困難
きゅうすうかいほう

級数解法
けいすうひかく

係数比較で
きょくしょかい

局所解を
こうせい

構成する

8 
ぐたいれい

具体例

𝑦″ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0

は
にかいせんけい

二階線型であるが、
ていすうけいすう

定数係数ではない。したがって 𝑟2 + 𝑥𝑟 + 1 = 0 のような
とくせいほうていしき

特性方程式を
さくせい

作成してはな

らない。𝑥 が
ざんぞん

残存するため、𝑒𝑟𝑥 の
だいにゅう

代入は
だいすうほうていしき

代数方程式を
せいせい

生成しない。
いっぽう

一方、𝑦″ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 では
けいすう

係数が
ていすう

定数である。𝑒𝑟𝑥 を
だいにゅう

代入すると 𝑟2 − 3𝑟 + 2 = 0 を
え

得る。この
たいひ

対比によ

り、
とくせいほうていしきほう

特性方程式法の
ほんしつ

本質が
にかい

二階ではなく
ていすうけいすう

定数係数にあることが
はんめい

判明する。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

ここでの
いっぱんろん

一般論は
せんけい

線型であり、
けいすう

係数が
れんぞく

連続である
ばあい

場合に
きそ

基礎を
お

置く。
ひせんけい

非線型の
にかいほうていしき

二階方程式では、
かいくうかん

解空間の

せんけいこうぞう

線型構造も
じゅうごう

重合の
げんり

原理も
いっぱん

一般には
せいりつ

成立しない。
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10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 二階線型定数係数方程式 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/二階線型定数係数方程式-基本演習/

→ 基本演習 二階線型微分方程式 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/二階線型微分方程式-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 二階線型定数係数微分方程式の基本 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/二階線型定数係数微分方程式の基本-講義/

→ 講義 定数変化法と Wronskian lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/定数変化法と Wronskian-講義/
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