
いっかいれんりつけい

一階連立系と
ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
れんりつせんけいびぶんほうていしき

連立線型微分方程式 𝒙′ = 𝐴𝒙 を、
ぎょうれつ

行列による
じょうたい

状態の
じかんはってん

時間発展として
りかい

理解することで

ある。

2 
ひょうじゅんけい

標準形

たいしょう

対象は

𝒙′ = 𝐴𝒙, 𝒙(0) = 𝒙0

である。ここで 𝐴 は
ていすうぎょうれつ

定数行列である。
ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数
Matrix exponential

 は

𝑒𝐴𝑡 = 𝐼 + 𝐴𝑡 + (𝐴𝑡)2

2!
+ (𝐴𝑡)3

3!
+ ⋯

で
ていぎ

定義される。この
きゅうすう

級数は
せいほうぎょうれつ

正方行列に
たい

対して
いみ

意味を
も

持つ。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

いちじげん

一次元の 𝑥′ = 𝜆𝑥 の
かい

解は 𝑥(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡𝑥(0) である。
ぎょうれつけい

行列系では、
じょうたい

状態の
かくせいぶん

各成分が
そうごさよう

相互作用するため、
すう

数 𝜆 の

か

代わりに
ぎょうれつ

行列 𝐴 を
もち

用いる。したがって
じかんはってん

時間発展は 𝑒𝐴𝑡 で
ひょうげん

表現される。

この
ほうしん

方針の
りてん

利点は、
かい

解を
せいぶん

成分ごとに
こべつ

個別に
ついせき

追跡するのではなく、
じょうたいくうかん

状態空間の 1 
てん

点が
ぎょうれつ

行列により
れんぞくてき

連続的に

いどう

移動する
もんだい

問題として
あつか

扱 える
てん

点にある。とくに
こゆうち

固有値は
ぞうげん

増減の
はや

速さを、
こゆう

固有ベクトルは
ぞうげん

増減が
お

起こる
ほうこう

方向を

あらわ

表 す。

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

𝒙(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝒙0

とおく。
ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数は 
𝑑
𝑑𝑡
𝑒𝐴𝑡 = 𝐴𝑒𝐴𝑡 を

み

満たすため、

𝒙′(𝑡) = 𝐴𝑒𝐴𝑡𝒙0 = 𝐴𝒙(𝑡)

となる。さらに 𝑒𝐴0 = 𝐼  であるため、
しょきじょうけん

初期条件も
み

満たす。

5 
たいかくか

対角化できる
ばあい

場合

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 と
たいかくか

対角化できるなら、

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1
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である。𝐷 = diag(𝜆1,…, 𝜆𝑛) なら 𝑒𝐷𝑡 = diag(𝑒𝜆1𝑡,…, 𝑒𝜆𝑛𝑡) である。
こゆうほうこう

固有方向ごとに
どくりつ

独立した
しすうせいちょう

指数成長や
げんすい

減衰

へ
ぶんかい

分解できる。

6 
ぐたいれい

具体例 1：
たいかくぎょうれつ

対角行列の
ばあい

場合

𝒙′ = (10
0
−2)𝒙, 𝒙(0) = (34)

を
かんが

考 える。この
ばあい

場合は
せいぶん

成分が
そうごさよう

相互作用しないため、

𝑥(1)′ = 𝑥1, 𝑥(2)′ = −2𝑥2

である。したがって

𝑒𝐴𝑡 = (𝑒
𝑡

0
0

𝑒−2𝑡)

となり、

𝒙(𝑡) = ( 3𝑒𝑡
4𝑒−2𝑡)

を
え

得る。
だいいちせいぶん

第一成分は
しすうせいちょう

指数成長し、
だいにせいぶん

第二成分は
しすうげんすい

指数減衰する。この
れい

例は、
こゆうち

固有値の
ふごう

符号が
じかんはってん

時間発展を
ちょくせつ

直接
しはい

支配

することを
しめ

示す。

7 
ぐたいれい

具体例 2：
かいてん

回転を
あらわ

表 す
ばあい

場合

𝐴 = (0𝜔
−𝜔
0 )

では、

𝑒𝐴𝑡 = (cos 𝜔𝑡sin 𝜔𝑡
− sin 𝜔𝑡
cos 𝜔𝑡 )

となる。したがって
しょきじょうたい

初期状態 𝒙0 は、
なが

長さを
たも

保ったまま
かくそくど

角速度 𝜔 で
かいてん

回転する。

この
れい

例では
こゆうち

固有値が ±𝑖𝜔 であり、
じつぶ

実部が 0 である。
しすうてき

指数的な
ぞうげん

増減はなく、
きょぶ

虚部が
しゅうきうんどう

周期運動を
せいせい

生成する。こ

の
かんてん

観点が
そうへいめん

相平面と
あんていせい

安定性の
ぶんるい

分類へ
せつぞく

接続する。

→ 講義 相平面と安定性 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/相平面と安定性-講義/

8 
にかいほうていしき

二階方程式を
いっかいれんりつ

一階連立へ
かんげん

還元する

𝑦″ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0

に
たい

対して、𝑥1 = 𝑦, 𝑥2 = 𝑦′ と
お

置くと

(𝑥1𝑥2
)
′

= ( 0
−𝑏

1
−𝑎)(

𝑥1
𝑥2
)
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である。したがって
こうかいせんけいほうていしき

高階線型方程式も
いっかいれんりつけい

一階連立系として
とういつ

統一できる。この
へんかん

変換により、
こゆうち

固有値と
あんていせい

安定性の

ぎろん

議論が
りよう

利用できる。
れい

例として 𝑦″ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 では、

𝐴 = ( 0
−2

1
−3)

となる。この
ぎょうれつ

行列の
こゆうち

固有値は −1,−2 であるため、
たいおう

対応する
にかいほうていしき

二階方程式の
かい

解は 𝑒−𝑡 と 𝑒−2𝑡 の
せんけいけつごう

線型結合で
ひょうげん

表現

される。これは
とくせいほうていしき

特性方程式で
え

得る
けっか

結果と
いっち

一致する。
いっかいれんりつけい

一階連立系への
かんげん

還元は、
にかいほうていしき

二階方程式の
かいほう

解法を
せんけいだいすう

線型代数

の
げんご

言語に
ほんやく

翻訳する
そうさ

操作である。

9 
ちゅうい

注意

𝒙′ = 𝐴(𝑡)𝒙

のように
けいすうぎょうれつ

係数行列が 𝑡 に
いぞん

依存する
ばあい

場合、
たんじゅん

単純に 𝑒∫𝐴(𝑡) 𝑑𝑡 と
ひょうき

表記できるとは
かぎ

限らない。
こと

異なる
じこく

時刻の
ぎょうれつ

行列が

かかん

可換でない
ばあい

場合があるからである。この
ばあい

場合は
きほんかいぎょうれつ

基本解行列や
じかんじゅんじょ

時間順序を
ふく

含む
ぎろん

議論が
ひつよう

必要になる。

10 どこまで
な

成り
た

立つか

このページの
こうしき

公式 𝒙(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝒙0 は、𝐴 が
ていすうぎょうれつ

定数行列である
どうじせんけいけい

同次線型系に
たい

対する
きほんけい

基本形である。
ひどうじけい

非同次系

𝒙′ = 𝐴𝒙+ 𝒃(𝑡)

では、
どうじかい

同次解だけでは
ふじゅうぶん

不十分であり、

𝒙(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝒙0 +∫
𝑡

0
𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝒃(𝑠) 𝑑𝑠

のような
たた

畳み
こ

込み
がた

型の
こう

項が
あらわ

現 れる。また、
ひせんけいけい

非線型系では
ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数だけで
ぜんたい

全体を
かいけつ

解決することはできな

い。ただし
へいこうてん

平衡点の
きんぼう

近傍では Jacobian による
せんけいか

線型化を
つう

通じて、このページの
りろん

理論が
きょくしょかいせき

局所解析に
さよう

作用する。

→ 講義 線型化と固有値判定の入口 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/線型化と固有値判定の入口-講義/

11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 連立系と安定性 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/連立系と安定性-基本演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線型化と固有値判定の入口 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/線型化と固有値判定の入口-講義/

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/
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→ 講義 対角化・Jordan 形と連立系 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/対角化・Jordan 形と連立系-講義/
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