
にかいせんけいていすうけいすう

二階線型定数係数
びぶんほうていしき

微分方程式の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
にかいせんけい

二階線型のうち
けいすう

係数が
ていすう

定数である
ばあい

場合に
げんてい

限定し、
とくせいほうていしき

特性方程式が
しぜん

自然に
せいりつ

成立する
りゆう

理由

を
かくにん

確認することである。

このページでは 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥) のうち、𝑎, 𝑏, 𝑐 が
ていすう

定数である
ばあい

場合を
あつか

扱 う。 
いっぱん

一般の
にかいせんけい

二階線型 𝑦″ +

𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑅(𝑥) は
べつ

別の
がいかん

概観ページで
あつか

扱 う。

→ 講義 一般の二階線型微分方程式の見取り図 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/一般の二階線型微分方程式の見取り図-講義/

2 
なに

何を
と

解くページか

どうじ

同次の
ひょうじゅんけい

標準形 は

𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0, 𝑎 ≠ 0

である。
ひどうじ

非同次の
ばあい

場合は 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥) であり、
どうじかい

同次解と
とくかい

特解に
ぶんかい

分解して
あつか

扱 う。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

ていすうけいすう

定数係数では、𝑒𝑟𝑥 を
びぶん

微分しても 𝑟𝑒𝑟𝑥、𝑟2𝑒𝑟𝑥 となり、
おな

同じ
かんすう

関数 𝑒𝑟𝑥 が
いんし

因子として
のこ

残る。したがって
びぶんほうていしき

微分方程式

が 𝑟 の
だいすうほうていしき

代数方程式へ
へんかん

変換される。この
せいしつ

性質は
けいすう

係数が
ていすう

定数であることに
いぞん

依存する。

4 
げんみつ

厳密な
どうしゅつ

導出

𝑦 = 𝑒𝑟𝑥 と
かてい

仮定すると

𝑦′ = 𝑟𝑒𝑟𝑥, 𝑦″ = 𝑟2𝑒𝑟𝑥

である。これを 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 に
だいにゅう

代入すると

(𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐)𝑒𝑟𝑥 = 0

である。𝑒𝑟𝑥 ≠ 0 より

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0

を
え

得る。これが
とくせいほうていしき

特性方程式
Characteristic equation

 である。

5 
こん

根の
ばあいわ

場合分け

とくせいこん

特性根
きほんかい

基本解
りゆう

理由
そうい

相異なる
じっこん

実根 𝑟1, 𝑟2 𝑒𝑟1𝑥, 𝑒𝑟2𝑥
どくりつ

独立な 2 
かい

解が
え

得られる
じゅうこん

重根 𝑟 𝑒𝑟𝑥, 𝑥𝑒𝑟𝑥
かいくうかん

解空間の
じげん

次元 2 を
かいふく

回復する
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ふくそこん

複素根 𝛼 ± 𝑖𝛽 𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥, 𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 Euler 
こうしき

公式で
じっすうかい

実数解へ
へんかん

変換する

6 
ぐたいれい

具体例

𝑦″ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0

では
とくせいほうていしき

特性方程式は 𝑟2 − 3𝑟 + 2 = 0 である。(𝑟 − 1)(𝑟 − 2) = 0 より 𝑟 = 1, 2 を
え

得る。したがって

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥

である。
じゅうこん

重根の
れい

例として

𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0

では (𝑟 − 1)2 = 0 である。
どくりつ

独立な 2 
かい

解を
こうせい

構成するため、

𝑦 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒
𝑥

となる。
ふくそこん

複素根の
れい

例として

𝑦″ + 4𝑦 = 0

を
こうさつ

考察する。
とくせいほうていしき

特性方程式は 𝑟2 + 4 = 0 であり、𝑟 = ±2𝑖 を
え

得る。
ふくそしすうかんすう

複素指数関数では 𝑒2𝑖𝑥, 𝑒−2𝑖𝑥 が
かい

解であるが、

じつけいすう

実係数の
ほうていしき

方程式では Euler 
こうしき

公式により

𝑦 = 𝐶1 cos 2𝑥 + 𝐶2 sin 2𝑥

と
ひょうげん

表現できる。
ふくそこん

複素根は
しっぱい

失敗ではなく、
しんどうかい

振動解が
しゅつげん

出現する
しんごう

信号である。

7 
ひどうじ

非同次への
せつぞく

接続

𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥)

では、まず
たいおう

対応する
どうじほうていしき

同次方程式 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 の
いっぱんかい

一般解 𝑦ℎ を
もと

求める。そのうえで 𝐿[𝑦𝑝] = 𝑓(𝑥) を
み

満た

す
とくかい

特解 𝑦𝑝 を 1 つ
こうせい

構成し、𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 と
ごうせい

合成する。
みていけいすうほう

未定係数法や
ていすうへんかほう

定数変化法は、この
とくかいこうせい

特解構成を
たんとう

担当する

べつ

別の
ほうほう

方法である。

→ 講義 非同次方程式と未定係数法 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/非同次方程式と未定係数法-講義/

8 どこまで
な

成り
た

立つか

とくせいほうていしきほう

特性方程式法は
ていすうけいすう

定数係数の
せんけいほうていしき

線型方程式に
つよ

強く
いぞん

依存する。𝑦″ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 のような
へんすうけいすう

変数係数では、𝑒𝑟𝑥 を

だいにゅう

代入しても
だいすうほうていしき

代数方程式へ
かんげん

還元できない。
きゅうすうかいほう

級数解法や
とくしゅかんすう

特殊関数が
ひつよう

必要になることがある。
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9 
えんしゅう

演習リンク

→ 標準演習 微分積分の応用と発展 exercise math calculus

https://study.bem130.com/exercise/math/calculus/微分積分の応用と発展-標準演習/

10 
つぎ

次に
さんしょう

参照するページ

→ 講義 二階線型微分方程式の拡張 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/二階線型微分方程式の拡張-講義/
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