
ほうこうば

方向場・Euler 
ほう

法・
ごさ

誤差と
あんていせい

安定性の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
かいせきかい

解析解が
え

得られない
ばあい

場合でも、
ほうこうば

方向場で
かい

解の
けいこう

傾向を
はあく

把握し、Euler 
ほう

法で
きんじかい

近似解を
こうせい

構成

し、
ごさ

誤差と
あんていせい

安定性を
べつがいねん

別概念として
かくにん

確認することである。

2 
なに

何を
と

解くページか

ひょうじゅんけい

標準形 は

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0

である。
ほうこうば

方向場
Direction field

 は、
かくてん

各点 (𝑥, 𝑦) に
かたむ

傾 き 𝑓(𝑥, 𝑦) を
はいち

配置した
ずしき

図式である。Euler 
ほう

法
Euler method

 は、
げんざいてん

現在点の
かたむ

傾 きで
みじか

短 い

ちょくせんきんじ

直線近似を
おこな

行 う
すうちかいほう

数値解法である。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

びぶん

微分は
きょくしょてき

局所的な
いちじきんじ

一次近似を
あた

与える。したがって、
げんざいてん

現在点で 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) を
ひょうか

評価すれば、
みじか

短 い
くかん

区間では 𝑦 が

どちらへ
へんか

変化するかを
すいてい

推定できる。
ほうこうば

方向場は
しき

式を
と

解かずに
ぜんたいけいこう

全体傾向を
かくにん

確認する
どうぐ

道具であり、Euler 
ほう

法はその

きょくしょきんじ

局所近似を
はんぷく

反復する
ほうほう

方法である。

4 
かいほう

解法の
なが

流れ

しょきち

初期値 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 と
きざ

刻み
はば

幅 ℎ を
せってい

設定する。Euler 
ほう

法では

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

と
こうしん

更新する。これは Taylor 
てんかい

展開

𝑦(𝑥 + ℎ) = 𝑦(𝑥) + ℎ𝑦′(𝑥) + 𝑂(ℎ2)

の
いちじこう

一次項で
き

切る
きんじ

近似である。したがって
きょくしょうちき

局所打切り
ごさ

誤差は 𝑂(ℎ2) であり、
ゆうげんくかん

有限区間で
はんぷく

反復した
たいいきごさ

大域誤差は

ひょうじゅんてき

標準的 に 𝑂(ℎ) である。

5 
ぐたいれい

具体例

5.1 
ぞうか

増加する
れい

例

𝑦′ = 𝑦, 𝑦(0) = 1

で ℎ = 0.1 とすると、Euler 
ほう

法は 𝑦𝑛+1 = 1.1𝑦𝑛 を
あた

与える。したがって 𝑦1 = 1.1, 𝑦2 = 1.21 である。
せいかくかい

正確解 𝑒𝑥 

と
ひかく

比較すると、
きざ

刻み
はば

幅を
しゅくしょう

縮小 すると
きんじ

近似が
かいぜん

改善する。
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5.2 
あんていせい

安定性が
もんだい

問題になる
れい

例

𝑦′ = 𝑎𝑦, 𝑎 < 0

の
しん

真の
かい

解は
げんすい

減衰する。Euler 
ほう

法では

𝑦𝑛+1 = (1 + 𝑎ℎ)𝑦𝑛

である。
すうちかい

数値解が
げんすい

減衰するには | 1 + 𝑎ℎ | < 1 が
ひつよう

必要である。たとえば 𝑎 = −10、ℎ = 0.3 では 1 + 𝑎ℎ = −2 

となり、
しん

真の
かい

解は
げんすい

減衰するにもかかわらず
すうちかい

数値解は
しんどう

振動しながら
ぞうだい

増大する。

6 
せいど

精度と
あんていせい

安定性の
くべつ

区別

せいど

精度は、
きざ

刻み
はば

幅を
ちい

小さくしたとき
しん

真の
かい

解へどの
はや

速さで
せっきん

接近するかを
あらわ

表 す。
あんていせい

安定性は、
はんぷく

反復が
ごさ

誤差を
ぞうふく

増幅す

るか
よくせい

抑制するかを
あらわ

表 す。
こうせいど

高精度な
ほうほう

方法でも、
もんだい

問題と
きざ

刻み
はば

幅の
くみあわ

組合せによって
ふあんてい

不安定になることがある。

7 
いんてきほうほう

陰的方法への
せつぞく

接続

Forward Euler 
ほう

法は
げんざいてん

現在点の
かたむ

傾 き  𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) を
しよう

使用す る 。
いっぽう

一方、 Backward Euler 
ほう

法は
じてん

次点の
かたむ

傾 き  

𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1) を
しよう

使用し、

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1)

を
と

解く。
みちりょう

未知量 𝑦𝑛+1 が
うへん

右辺にも
しゅつげん

出現するため、
かくだんかい

各段階で
ほうていしき

方程式を
と

解く
けいさんふたん

計算負担が
しょう

生 じる。しかし
げんすいもんだい

減衰問題

では、
あんていせい

安定性が
かいぜん

改善されることがある。

モデル
ほうていしき

方程式 𝑦′ = 𝑎𝑦 に
てきよう

適用すると、Backward Euler 
ほう

法は

𝑦𝑛+1 =
1

1 − 𝑎ℎ
𝑦𝑛

を
あた

与える。𝑎 < 0 なら | 1/(1 − 𝑎ℎ)| < 1 が
ひろ

広い
きざ

刻み
はば

幅で
せいりつ

成立する。この
ひかく

比較は、
すうちかいほう

数値解法の
せんたく

選択では
せいど

精度だ

けでなく
あんていせい

安定性を
かくにん

確認する
ひつよう

必要があることを
しめ

示す。

8 
ほうこうば

方向場で
はんてい

判定できること

ほうこうば

方向場は
げんみつかい

厳密解を
せいせい

生成しないが、
かいせきまえ

解析前の
しんだん

診断に
ゆうこう

有効である。
かくにんこうもく

確認項目
ほうこうば

方向場から
え

得られる
じょうほう

情報
へいこうかい

平衡解
かたむ

傾 きが 0 になる
すいへいせん

水平線
ぞうげん

増減
かたむ

傾 きの
ふごう

符号
あんていせい

安定性
きんぼう

近傍の
やじるし

矢印が
へいこうかい

平衡解へ
む

向かうか
すうちけいさん

数値計算の
きけん

危険
きゅうげき

急激な
へんか

変化や
かたむ

傾 きの
おお

大きい
りょういき

領域
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9 どこまで
な

成り
た

立つか

ほうこうば

方向場は
かいきょくせん

解曲線の
こうほ

候補を
かしか

可視化する
どうぐ

道具であり、1 
ほん

本の
げんみつかい

厳密解を
あた

与えるものではない。Euler 
ほう

法は
いりぐち

入口とし

て
じゅうよう

重要だが、
じつようけいさん

実用計算では Runge-Kutta 
ほう

法、Backward Euler 
ほう

法、
てきおうきざ

適応刻み
はば

幅などを
けんとう

検討する。

10 
つぎ

次に
さんしょう

参照するページ

→ 講義 Euler 法の次に何が来るか：Runge-Kutta と陰的方法の入口 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/Euler 法の次に何が来るか：Runge-Kutta と陰的方法の入口-講義/

11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 存在一意性と数値解法 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/存在一意性と数値解法-基本演習/
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https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/Euler
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https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/
https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/%E5%AD%98%E5%9C%A8%E4%B8%80%E6%84%8F%E6%80%A7%E3%81%A8%E6%95%B0%E5%80%A4%E8%A7%A3%E6%B3%95-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
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