
ぶつり

物理モデルと PDE への
はしわた

橋渡し

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
じょうびぶんほうていしき

常微分方程式を
げんしょう

現象の
かてい

仮定から
りっしき

立式し、
くうかんぶんぷ

空間分布が
ほんしつ

本質になる
だんかい

段階で PDE へ
いこう

移行

することを
かくにん

確認することである。

2 
いっかい

一階モデル

Newton の
れいきゃくほうそく

冷却法則は

𝑇 ′ = −𝑘(𝑇 − 𝑇env)

で
ひょうげん

表現される。
さへん

左辺は
おんど

温度の
じかんへんかりつ

時間変化率 [K/s] であり、
うへん

右辺も 𝑘[s−1] と
おんどさ

温度差 [K] の
せき

積で [K/s] となる。
たんい

単位を
たてぼうほうしき

縦棒方式で
ついせき

追跡すると、

𝑘 [s−1] |
s−1

× (𝑇 − 𝑇env) [K] |
K/s

となり、
さへん

左辺 𝑇 ′ の
たんい

単位 [K/s] と
いっち

一致する。
たんい

単位の
いっち

一致は
せいとうせい

正当性の
しょうめい

証明ではないが、
りっしき

立式の
さいていげん

最低限の
けんさ

検査で

ある。
こんごうもんだい

混合問題では、
りょう

量 の
しゅうし

収支

𝑑

𝑑𝑡
(槽内の量) =流入量−流出量

が
ほうしん

方針になる。
たんい

単位を
かくにん

確認すると、
のうど

濃度 [kg/L] と
りゅうりょう

流量  [L/s] の
せき

積は [kg/s] であり、
さへん

左辺と
いっち

一致する。

この
しゅうししき

収支式では、
かんぜんこんごう

完全混合を
かてい

仮定している。
そうない

槽内の
のうど

濃度が
ばしょ

場所により
こと

異なる
ばあい

場合、
ひと

一つの
みちりょう

未知量だけでは

じょうたい

状態を
ひょうげん

表現できず、
くうかんへんすう

空間変数を
どうにゅう

導入する
ひつよう

必要がある。

3 
にかい

二階モデル

たんしんどう

単振動は

𝑚𝑥″ + 𝑘𝑥 = 0

で
ひょうげん

表現される。𝑚𝑥″ は
ちから

力  [N]、𝑘𝑥 もばね
ていすう

定数 [N/m] と
へんい

変位 [m] の
せき

積で [N] である。
げんすい

減衰や
がいりょく

外力を
くわ

加えると

𝑚𝑥″ + 𝑐𝑥′ + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)

となり、
にかいせんけいひどうじ

二階線型非同次へ
せつぞく

接続する。
ちから

力 の
たんい

単位も
かくにん

確認できる。

𝑚 [kg] |
kg

× 𝑥″ [m/s2] |
N

𝑘 [N/m] |
N/m

× 𝑥 [m] |
N

げんすいこう

減衰項 𝑐𝑥′ も 𝑐[N · s/m] と 𝑥′[m/s] の
せき

積で [N] となる。したがって
かくこう

各項はすべて
ちから

力 として
かさん

加算される。
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4 モデル
か

化の
ほうしん

方針

ぶつり

物理モデルでは、
さいしょ

最初に
みちりょう

未知量を
せってい

設定し、
つぎ

次に
ほぞんそく

保存則・
ちから

力 の
つりあ

釣合い・
しゅうし

収支のいずれを
きてん

起点にするかを
せんたく

選択

する。
げんしょう

現象
みちりょう

未知量
きてん

起点
てんけいほうていしき

典型方程式
れいきゃく

冷却 𝑇 (𝑡)
おんどさ

温度差に
ひれい

比例する
ねつこうかん

熱交換 𝑇 ′ = −𝑘(𝑇 − 𝑇env)
こんごう

混合
ようしつりょう

溶質量 𝑄(𝑡)
りゅうにゅう

流入 −
りゅうしゅつ

流出 𝑄′ = in − out
しんどう

振動
へんい

変位 𝑥(𝑡) Newton の
うんどうほうていしき

運動方程式 𝑚𝑥″ + 𝑐𝑥′ + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)
ねつでんどう

熱伝導 𝑢(𝑥, 𝑡)
きょくしょしゅうし

局所収支と Fourier 
ほうそく

法則 𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥

この
ひょう

表 の
やくわり

役割は、
びぶんほうていしき

微分方程式を
げんしょう

現象から
きかいてき

機械的に
せいせい

生成することではない。
なに

何を
じょうたいへんすう

状態変数にし、どの
かてい

仮定を

さいよう

採用しているかを
めいじ

明示することで、
しき

式の
てきようはんい

適用範囲を
かんり

管理することである。

5 PDE への
いこう

移行

おんど

温度が
ぶったいぜんたい

物体全体で
いちよう

一様と
かてい

仮定できるなら 𝑇 (𝑡) で
じゅうぶん

十分である。しかし
ぼう

棒の
かくいち

各位置で
おんど

温度が
こと

異なる
ばあい

場合、

みちかんすう

未知関数は 𝑢(𝑥, 𝑡) となり、
ねつほうていしき

熱方程式 𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥 が
あらわ

現 れる。
なみ

波も
げん

弦の
いち

位置と
じかん

時間に
いぞん

依存するため、𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 

のような PDE へ
いこう

移行する。

ODE から PDE へ
いこう

移行する
はんていきじゅん

判定基準は、
じょうたい

状態を
ゆうげんこ

有限個の
へんすう

変数で
じゅうぶん

十分に
ひょうげん

表現できるかどうかである。

くうかんほうこう

空間方向の
ぶんぷ

分布や
きょうかいじょうけん

境界条件 が
ほんしつ

本質なら、
みちかんすう

未知関数は 𝑢(𝑥, 𝑡) や 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) となり、PDE の
わくぐ

枠組みが
ひつよう

必要に

なる。

6 どこまで
な

成り
た

立つか

モデル
か

化は
かてい

仮定に
いぞん

依存する。
れいきゃくほうそく

冷却法則は
かんきょうおんど

環境温度が
いってい

一定で
ねつこうかん

熱交換が
おんどさ

温度差に
ひれい

比例するという
きんじ

近似である。

たんしんどう

単振動は
せんけい

線型ばねと
しょうへんい

小変位を
かてい

仮定する。
かてい

仮定が
へんか

変化すれば、
びぶんほうていしき

微分方程式も
へんこう

変更される。

7 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 微分方程式の入口と直接積分 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/微分方程式の入口と直接積分-基本演習/

8 
かんれん

関連リンク

→ 講義 偏微分方程式ポータル lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/偏微分方程式ポータル-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/
https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/%E5%BE%AE%E5%88%86%E6%96%B9%E7%A8%8B%E5%BC%8F%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3%E3%81%A8%E7%9B%B4%E6%8E%A5%E7%A9%8D%E5%88%86-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/
https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/%E5%81%8F%E5%BE%AE%E5%88%86%E6%96%B9%E7%A8%8B%E5%BC%8F%E3%83%9D%E3%83%BC%E3%82%BF%E3%83%AB-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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