
そうへいめん

相平面と
あんていせい

安定性

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
にじげん

二次元の
れんりつけい

連立系を
そうへいめん

相平面で
ひょうげん

表現し、
へいこうてん

平衡点の
しゅうい

周囲の
きどう

軌道を
こゆうち

固有値で
ぶんるい

分類することで

ある。

2 
ひょうじゅんけい

標準形

𝒙′ = 𝐴𝒙

または
ひせんけいけい

非線型系 𝒙′ = 𝑭(𝒙) を
あつか

扱 う。
ひせんけいけい

非線型系では、まず
へいこうてん

平衡点を
もと

求め、その
きんぼう

近傍で Jacobian による
せんけいか

線型化

を
おこな

行 う。

3 
ぶんるいひょう

分類表

こゆうち

固有値
かた

型
あんていせい

安定性

𝜆1, 𝜆2 < 0 の
じっすう

実数
あんていけっせつてん

安定結節点
ぜんきんあんてい

漸近安定

𝜆1, 𝜆2 > 0 の
じっすう

実数
ふあんていけっせつてん

不安定結節点
ふあんてい

不安定
ふごう

符号が
こと

異なる
じっすう

実数
あんてん

鞍点
ふあんてい

不安定

𝛼 ± 𝑖𝛽, 𝛼 < 0
あんていしょうてん

安定焦点
かいてん

回転しながら
しゅうそく

収束

𝛼 ± 𝑖𝛽, 𝛼 > 0
ふあんていしょうてん

不安定焦点
かいてん

回転しながら
はっさん

発散

±𝑖𝛽
ちゅうしん

中心
せんけいけい

線型系では
ちゅうりつ

中立

4 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

ぎょうれつしすうかんすう

行列指数関数は、
こゆうち

固有値の
じつぶ

実部により
しすうせいちょう

指数成長または
しすうげんすい

指数減衰を
あた

与える。
きょぶ

虚部は
かいてん

回転を
あた

与える。したがっ

て
そうへいめん

相平面の
けいじょう

形状は
こゆうち

固有値から
しんだん

診断できる。

5 
はんていてじゅん

判定手順

そうへいめん

相平面では、
ず

図を
さき

先に
ずし

図示するのではなく、
へいこうてん

平衡点と
せんけいか

線型化を
さき

先に
かくにん

確認する。

1. 𝑭(𝒙) = 𝟎 を
と

解き、
へいこうてん

平衡点を
もと

求める。

2.
せんけいけい

線型系なら
けいすうぎょうれつ

係数行列 𝐴、
ひせんけいけい

非線型系なら
へいこうてん

平衡点での Jacobian 
ぎょうれつ

行列
Jacobian matrix

 𝐷𝑭  を
かくにん

確認する。

3.
こゆうち

固有値の
じつぶ

実部と
きょぶ

虚部から
しゅうそく

収束・
はっさん

発散・
かいてん

回転を
はんてい

判定する。

4.
こゆうち

固有値の
じつぶ

実部が 0 を
ふく

含む
ばあい

場合は、
せんけいか

線型化だけで
けつろん

結論を
かくてい

確定しない。

この
じゅんじょ

順序を
さいよう

採用する
りゆう

理由は、
そうへいめん

相平面の
きどう

軌道が
きょくしょてき

局所的には
せんけいしゃぞう

線型写像の
さよう

作用で
きんじ

近似されるためである。
ずし

図示は

けつろん

結論の
だいよう

代用ではなく、
こゆうちはんてい

固有値判定を
しかくか

視覚化する
ほじょ

補助である。
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6 
ぐたいれい

具体例 1：
けっせつてん

結節点と
あんてん

鞍点

𝒙′ = (−1
0

0
−2)𝒙

では
こゆうち

固有値は −1,−2 であり、
あんていけっせつてん

安定結節点である。

𝒙′ = (01
1
0)𝒙

では
こゆうち

固有値は 1,−1 であり、
あんてん

鞍点である。
あんてん

鞍点では、
いっぽう

一方の
こゆうほうこう

固有方向では
げんてん

原点へ
せっきん

接近し、もう
いっぽう

一方の
こゆうほうこう

固有方向では
げんてん

原点から
りだつ

離脱する。したがって
いちぶ

一部

の
とくべつ

特別な
しょきち

初期値を
のぞ

除き、
へいこうてん

平衡点は
ふあんてい

不安定である。

7 
ぐたいれい

具体例 2：
あんていしょうてん

安定焦点

𝒙′ = (−1
2

−2
−1)𝒙

では
こゆうち

固有値は −1 ± 2𝑖 である。
じつぶ

実部が
ふ

負であるため
はんけい

半径は
しすうてき

指数的に
げんすい

減衰し、
きょぶ

虚部が
ひれい

非零であるため
きどう

軌道は

かいてん

回転する。したがって
げんてん

原点は
あんていしょうてん

安定焦点である。

この
れい

例では、
こゆうち

固有値の
じつぶ

実部と
きょぶ

虚部が
べつべつ

別々の
やくわり

役割を
たんとう

担当する。
じつぶ

実部は
げんてん

原点へ
せっきん

接近するかを
けってい

決定し、
きょぶ

虚部は
かいてん

回転

の
うむ

有無を
けってい

決定する。

8 
ぐたいれい

具体例 3：
ひせんけいけい

非線型系を
せんけいか

線型化する

{𝑥′ = 𝑥 − 𝑥2,
𝑦′ = −𝑦

を
かんが

考 える。
へいこうてん

平衡点は (0, 0) と (1, 0) である。
うへん

右辺を 𝑭(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑥2, −𝑦) とおくと、

𝐷𝑭(𝑥, 𝑦) = (1 − 2𝑥
0

0
−1)

である。(0, 0) では
こゆうち

固有値が 1,−1 なので
あんてん

鞍点である。(1, 0) では
こゆうち

固有値が −1,−1 なので
あんていけっせつてん

安定結節点である。

この
れい

例の
ようてん

要点は、
ひせんけいけい

非線型系を
ちょくせつ

直接
ぜんいき

全域で
せんけい

線型とみなすのではなく、
かくへいこうてん

各平衡点の
きんぼう

近傍ごとに
べつべつ

別々の
せんけいきんじ

線型近似

を
こうせい

構成する
てん

点にある。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

ひせんけいけい

非線型系では、
せんけいか

線型化は
へいこうてんきんぼう

平衡点近傍の
きょくしょじょうほう

局所情報 である。
こゆうち

固有値の
じつぶ

実部が 0 を
ふく

含む
ばあい

場合、
せんけいか

線型化だけでは
はんてい

判定

できない。
ちゅうしんがた

中心型に
ぶんるい

分類される
せんけいか

線型化でも、
ひせんけいこう

非線型項により
あんてい

安定または
ふあんてい

不安定になる
ばあい

場合がある。
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10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 連立系と安定性 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/連立系と安定性-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線型化と固有値判定の入口 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/線型化と固有値判定の入口-講義/
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