
ふくそこん

複素根と
きょうせいしんどう

強制振動

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
とくせいほうていしき

特性方程式の
ふくそこん

複素根が
しんどう

振動を
あらわ

表 し、
ひどうじこう

非同次項が
がいりょく

外力として
しんどうけい

振動系を
くどう

駆動することを

かくにん

確認することである。

2 
ひょうじゅんけい

標準形

じゆうしんどう

自由振動の
だいひょうけい

代表形は

𝑚𝑦″ + 𝑐𝑦′ + 𝑘𝑦 = 0

である。ここで 𝑚 > 0 は
しつりょう

質量、𝑐 ≥ 0 は
げんすいけいすう

減衰係数、𝑘 > 0 はばね
ていすう

定数である。
きょうせいしんどう

強制振動では

𝑚𝑦″ + 𝑐𝑦′ + 𝑘𝑦 = 𝐹0 cos 𝜔𝑡

のように
しゅうきがいりょく

周期外力を
うへん

右辺に
お

置く。

3 
ふくそこん

複素根と
しんどう

振動

とくせいこん

特性根が 𝛼 ± 𝑖𝛽 なら、
じっすうかい

実数解は

𝑦 = 𝑒𝛼𝑡(𝐶1 cos 𝛽𝑡 + 𝐶2 sin 𝛽𝑡)

である。𝛼 < 0 なら
しんぷく

振幅は
げんすい

減衰し、𝛼 = 0 なら
げんすい

減衰しない
しゅうきうんどう

周期運動となる。𝛽 は
かくしゅうはすう

角周波数であり、
しゅうき

周期は 2𝜋/𝛽 

である。

4 
きょうせいしんどう

強制振動と
きょうしん

共振

がいりょく

外力の
しゅうはすう

周波数 𝜔 が
けい

系の
こゆうしゅうはすう

固有周波数に
きんせつ

近接すると、
おうとう

応答が
ぞうだい

増大する。
げんすい

減衰が
そんざい

存在する
ばあい

場合は
おうとう

応答は
ゆうげん

有限に
たも

保

たれるが、
げんすい

減衰がない
りそうけい

理想系で
がいりょく

外力が
どうじかい

同次解と
おな

同じ
しゅうはすう

周波数を
も

持つと、
とくかい

特解に 𝑡 sin 𝜔𝑡 や 𝑡 cos 𝜔𝑡 が
あらわ

現 れる。
げんすい

減衰のある
きょうせいしんどう

強制振動

𝑚𝑦″ + 𝑐𝑦′ + 𝑘𝑦 = 𝐹0 cos 𝜔𝑡

では、
ていじょうおうとう

定常応答を 𝐴cos 𝜔𝑡 + 𝐵 sin 𝜔𝑡 と
かてい

仮定できる。
びぶん

微分しても cos 𝜔𝑡, sin 𝜔𝑡 の
は

張る
くうかん

空間に
とど

留まるためであ

る。
しんぷく

振幅は

𝐹0

√(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 + (𝑐𝜔)2

に
ひれい

比例する。したがって 𝑘 − 𝑚𝜔2 が 0 に
きんせつ

近接し、かつ 𝑐 が
ちい

小さいほど
おうとう

応答が
ぞうだい

増大する。この
しき

式は、
きょうしん

共振を

かんかくてき

感覚的な
ご

語ではなく、
ぶんぼ

分母が
ちい

小さくなる
げんしょう

現象として
せいり

整理する。
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5 
ぐたいれい

具体例

𝑦″ + 4𝑦 = 0

では
とくせいこん

特性根は ±2𝑖 であり、

𝑦 = 𝐶1 cos 2𝑡 + 𝐶2 sin 2𝑡

である。

𝑦″ + 4𝑦 = cos 2𝑡

では
うへん

右辺が
どうじかい

同次解と
ちょうふく

重複するため、
とくかいこうほ

特解候補に 𝑡 を
か

掛ける
ほせい

補正が
ひつよう

必要である。
ぐたいてき

具体的には 𝑦𝑝 = 𝐴𝑡 sin 2𝑡 と
お

置くと、

𝑦(𝑝)″ + 4𝑦𝑝 = 4𝐴cos 2𝑡

となるため、𝐴 = 1/4 を
え

得る。したがって
ひと

一つの
とくかい

特解は 𝑦𝑝 = 1
4𝑡 sin 2𝑡 である。

しんぷく

振幅が
じかん

時間に
ひれい

比例して
ぞうか

増加

することが、
むげんすいきょうしん

無減衰共振の
とくちょう

特徴である。

6 
たんい

単位の
かくにん

確認

ばね
しつてんけい

質点系では、𝑚𝑦″、𝑐𝑦′、𝑘𝑦、𝐹0 cos 𝜔𝑡 はすべて
ちから

力  [N] の
たんい

単位を
も

持つ。たとえば

𝑘 [N/m] |
N/m

× 𝑦 [m] |
N

である。
かくこう

各項の
じげん

次元が
いっち

一致しなければ、
しんどうほうていしき

振動方程式として
かさん

加算できない。

7 どこまで
な

成り
た

立つか

ここでの
きょうしん

共振は
せんけい

線型かつ
ていすうけいすう

定数係数のモデルを
ぜんてい

前提にする。
ひせんけいしんどう

非線型振動では、
しゅうはすう

周波数が
しんぷく

振幅に
いぞん

依存する
ばあい

場合

や、
ふくすう

複数の
あんていしゅうききどう

安定周期軌道が
しょう

生 じる
ばあい

場合がある。

また、
げんじつ

現実の
けい

系では
げんすい

減衰、
ひせんけいせい

非線型性、
ざいりょうげんかい

材料限界、
がいりょく

外力の
ゆうげんじかんせい

有限時間性が
さよう

作用する。
むげんすい

無減衰で
しんぷく

振幅が
むげん

無限に
ぞうか

増加

する
けつろん

結論は、
りそうか

理想化された
せんけい

線型モデルの
はんい

範囲で
せいりつ

成立する。

8 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 二階線型定数係数方程式 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/二階線型定数係数方程式-基本演習/

→ 基本演習 二階線型微分方程式 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/二階線型微分方程式-基本演習/

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 非同次方程式と未定係数法 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/非同次方程式と未定係数法-講義/
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