
ひどうじほうていしき

非同次方程式と
みていけいすうほう

未定係数法

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
ひどうじせんけいほうていしき

非同次線型方程式の
いっぱんかい

一般解を
どうじかい

同次解と
とくかい

特解に
ぶんかい

分解し、
みていけいすうほう

未定係数法が
せいりつ

成立する
じょうけん

条件を

めいじ

明示することである。

2 
ひょうじゅんけい

標準形

𝐿[𝑦] = 𝑎𝑦″ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑓(𝑥)

を
かんが

考 える。ここでは 𝑎, 𝑏, 𝑐 が
ていすう

定数である
ばあい

場合を
ちゅうしん

中心に
あつか

扱 う。

3 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

せんけいせい

線型性により、𝑦𝑝 が 𝐿[𝑦𝑝] = 𝑓(𝑥) を
み

満たし、𝑦ℎ が 𝐿[𝑦ℎ] = 0 を
み

満たすなら、

𝐿[𝑦ℎ + 𝑦𝑝] = 𝑓(𝑥)

である。したがって
いっぱんかい

一般解は 𝑦 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 となる。

4 
みていけいすうほう

未定係数法の
じょうけん

条件

みていけいすうほう

未定係数法
Method of undetermined coefficients

 は、
ていすうけいすう

定数係数であり、
うへん

右辺 𝑓(𝑥) が
たこうしき

多項式・
しすうかんすう

指数関数・
せいげん

正弦・
よげん

余弦、またはそれらの
ゆうげんわ

有限和

・
ゆうげんせき

有限積である
ばあい

場合に
とく

特に
ゆうこう

有効である。

この
じょうけん

条件が
ひつよう

必要になる
りゆう

理由は、これらの
かんすうぞく

関数族が
びぶん

微分で
ゆうげんじげんくうかん

有限次元空間の
ないぶ

内部に
とど

留まるからである。たとえ

ば 𝑒2𝑥 は
びぶん

微分しても 𝑒2𝑥 の
ていすうばい

定数倍である。
こうほ

候補は
うへん

右辺をそのまま
もほう

模倣するのではなく、
びぶん

微分で
と

閉じる
かんすうくうかん

関数空間を
せんたく

選択する。
うへん

右辺の
かたち

形
とくかいこうほ

特解候補の
きほんけい

基本形
りゆう

理由

𝑝𝑛(𝑥) 𝑛 
じたこうしき

次多項式
びぶん

微分で
じすう

次数が
さ

下がるだけである

𝑒𝛼𝑥 𝐴𝑒𝛼𝑥
びぶん

微分で
ていすうばい

定数倍になる

cos 𝛽𝑥, sin 𝛽𝑥 𝐴 cos 𝛽𝑥 + 𝐵 sin 𝛽𝑥
びぶん

微分で 2 
じげんくうかん

次元空間の
ないぶ

内部に
とど

留まる

𝑒𝛼𝑥𝑝𝑛(𝑥) 𝑒𝛼𝑥𝑞𝑛(𝑥)
しすういんし

指数因子と
たこうしきくうかん

多項式空間が
たも

保たれる

5 
ぐたいれい

具体例 1：
うへん

右辺が
たこうしき

多項式の
ばあい

場合

𝑦″ − 𝑦 = 𝑥

を
かんが

考 える。
どうじかい

同次解は 𝑦ℎ = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥 である。
うへん

右辺が 1 
じたこうしき

次多項式であるため、
とくかいこうほ

特解候補を 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 + 𝐵 

と
せってい

設定する。この
こうほ

候補を
せんたく

選択する
りゆう

理由は、
びぶん

微分しても 1, 𝑥 の
は

張る
ゆうげんじげんくうかん

有限次元空間の
ないぶ

内部に
とど

留まるためである。

𝑦(𝑝)″ − 𝑦𝑝 = 0 − (𝐴𝑥 + 𝐵) = −𝐴𝑥 − 𝐵
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これが 𝑥 に
いっち

一致するため、−𝐴 = 1、−𝐵 = 0 であり、𝐴 = −1, 𝐵 = 0 を
え

得る。したがって
とくかい

特解は 𝑦𝑝 = −𝑥 

であり、

𝑦 = 𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥 − 𝑥

を
え

得る。
けいさん

計算の
ようてん

要点は、
こうほ

候補を
あ

当てることではなく、
こうほくうかん

候補空間が
びぶんさよう

微分作用で
と

閉じることを
りよう

利用する
てん

点にあ

る。

6 
きょうしん

共鳴と
ほせい

補正

𝑦″ + 𝑦 = cos 𝑥

では
どうじかい

同次解に cos 𝑥, sin 𝑥 が
ふく

含まれる。したがって 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 を
とくかいこうほ

特解候補にすると
どうじかい

同次解と
ちょうふく

重複し、
あら

新

たな
とくかい

特解を
せいせい

生成できない。この
ばあい

場合は 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) とし、
せんけいどくりつせい

線型独立性を
かいふく

回復する。
じっさい

実際、𝑦𝑝 = 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥) と
せってい

設定して
だいにゅう

代入すると、
ひと

一つの
とくかい

特解として 𝑦𝑝 = 1
2𝑥 sin 𝑥 が

え

得られる。𝑥 を

か

掛ける
そうさ

操作は
あんきこうもく

暗記項目ではなく、
どうじかいくうかん

同次解空間との
ちょうふく

重複を
かいひ

回避するための
せんけいだいすうてきほせい

線型代数的補正である。

7 
はんれい

反例となる
じょうきょう

状況

𝑦″ + 𝑦 = tan 𝑥

では tan 𝑥 とその
どうかんすう

導関数は
ゆうげんこ

有限個の
こうほかんすう

候補関数で
と

閉じない。したがって
みていけいすうほう

未定係数法は
しぜん

自然な
ほうほう

方法ではない。こ

の
ばあい

場合は
ていすうへんかほう

定数変化法などを
けんとう

検討する。

さらに、
けいすう

係数が
へんすう

変数に
いぞん

依存する 𝑦″ + 𝑥𝑦 = 𝑓(𝑥) のような
ほうていしき

方程式では、
うへん

右辺が
たんじゅん

単純でも
みていけいすうほう

未定係数法の
こうぞう

構造は

くず

崩れる。
みていけいすうほう

未定係数法は、
ていすうけいすう

定数係数の
せんけいさようそ

線型作用素が
ゆうげんじげんかんすうくうかん

有限次元関数空間を
たも

保つことに
いぞん

依存するためである。

8 
みていけいすうほう

未定係数法と
ていすうへんかほう

定数変化法の
す

棲み
わ

分け

ほうほう

方法
ちょうしょ

長所
せいやく

制約
みていけいすうほう

未定係数法
けいさん

計算が
みじか

短 い
ていすうけいすう

定数係数と
うへん

右辺の
かたち

形 に
つよ

強く
いぞん

依存する
ていすうへんかほう

定数変化法
うへん

右辺の
かたち

形 に
ひかくてき

比較的
いぞん

依存しない
せきぶん

積分が
おも

重くなりやすい
さいしょ

最初に
みていけいすうほう

未定係数法を
しこう

試行す る
りゆう

理由は
けいさんこうりつ

計算効率で あ る 。 た だ し
じょうけん

条件が
はず

外れ た
しゅんかん

瞬間に 、
ていすうへんかほう

定数変化法や

きほんかいぎょうれつ

基本解行列へ
いこう

移行する
はんだん

判断が
ひつよう

必要になる。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

みていけいすうほう

未定係数法は、
ていすうけいすうせんけいさようそ

定数係数線型作用素が
ゆうげんじげんかんすうくうかん

有限次元関数空間を
たも

保つ
ばあい

場合に
けいさんこうりつ

計算効率を
はっき

発揮する
ほうほう

方法である。し

たがって、
うへん

右辺の
かたち

形 が
ふくざつ

複雑な
ばあい

場合、
けいすう

係数が
へんすう

変数に
いぞん

依存する
ばあい

場合、または
どうじかい

同次解との
ちょうふく

重複を
ほせい

補正しない
ばあい

場合

には
はたん

破綻する。
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ただし、
みていけいすうほう

未定係数法が
ふてき

不適であることは、
ひどうじほうていしき

非同次方程式が
と

解けないことを
いみ

意味しない。
ていすうへんかほう

定数変化法は
うへん

右辺

の
かたち

形 への
いぞん

依存が
よわ

弱く、
せきぶんひょうじ

積分表示として
とくかい

特解を
こうせい

構成できる
ばあい

場合が
おお

多い。
ほうほうせんたく

方法選択では、
こうほくうかん

候補空間が
びぶん

微分で
と

閉

じるかを
さいしょ

最初に
かくにん

確認する。

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 標準演習 非同次方程式と特解構成 exercise math differential-equations

https://study.bem130.com/exercise/math/differential-equations/非同次方程式と特解構成-標準演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 定数変化法と Wronskian lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/定数変化法と Wronskian-講義/
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