
pullback と
けいしき

形式の
せきぶん

積分

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
きょくせん

曲線や
きょくめん

曲面をパラメータ
ひょうじ

表示したとき、
びぶんけいしき

微分形式をパラメータ
りょういき

領域へ
ひ

引き
もど

戻して

せきぶん

積分することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

pullback
Pullback

 は、
しゃぞう

写像 𝜙 : 𝑈 → 𝑀  に
そ

沿って、𝑀  
じょう

上 の
けいしき

形式を 𝑈  
じょう

上 の
けいしき

形式へ
うつ

移す
そうさ

操作である。

3 
ほうしん

方針

けいしき

形式を
ちょくせつ

直接
きょくせん

曲線や
きょくめん

曲面で
せきぶん

積分するのではなく、
ひょうじしゃぞう

表示写像で
ひ

引き
もど

戻して、
つうじょう

通常の
へんすう

変数に
かん

関する
せきぶん

積分へ
へんかん

変換

する。

4 
ぐたいれい

具体例

きょくせん

曲線 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) と 1 
けいしき

形式 𝜔 = 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 に
たい

対して、

𝛾*𝜔 = (𝑃(𝛾(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑄(𝛾(𝑡))𝑦′(𝑡)) 𝑑𝑡

である。これは
せんせきぶん

線積分の
けいさんしき

計算式と
いっち

一致する。

5 
きょくせんじょう

曲線上 の
けいさん

計算

𝜔 = 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦 𝑑𝑥、𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡)、0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 とする。このとき

𝛾*𝜔 = cos 𝑡(cos 𝑡 𝑑𝑡) − sin 𝑡(− sin 𝑡 𝑑𝑡) = 𝑑𝑡

である。したがって ∫
𝛾
𝜔 = 2𝜋 となる。これは

たんいえん

単位円の
しゅうい

周囲を
いっしゅう

一周する
じゅんかん

循環を
はか

測る。

6 
きょくめんじょう

曲面上 の
けいさん

計算

2 
けいしき

形式 𝜂 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 を、
へいめんへん

平面片 𝜙(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 0) に
ひ

引き
もど

戻すと、𝜙*𝜂 = 𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑣 である。したがって
けいしき

形式の

せきぶん

積分は
つうじょう

通常の
にじゅうせきぶん

二重積分へ
へんかん

変換される。
べつ

別の
れい

例として、
はんけい

半径 𝑅 の
きゅうめん

球面を

𝜙(𝜃, 𝜑) = (𝑅 sin𝜑 cos 𝜃,𝑅 sin𝜑 sin 𝜃,𝑅 cos 𝜑)

で
ひょうじ

表示する。2 
けいしき

形式 𝜂 = 𝑥𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑦 𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑧 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 は、
ほうしゃじょうば

放射状場 (𝑥, 𝑦, 𝑧) の flux に
たいおう

対応する。
そとむ

外向き

の
む

向きは 𝑑𝜑 ∧ 𝑑𝜃 に
たいおう

対応し、
ひ

引き
もど

戻しは

𝜙*𝜂 = 𝑅3 sin 𝜑 𝑑𝜑 ∧ 𝑑𝜃
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であり、
せきぶん

積分は 4𝜋𝑅3 になる。

7 
へんすうへんかん

変数変換との
かんけい

関係

pullback は
へんすうへんかん

変数変換の
きかがくてき

幾何的な
ひょうげん

表現である。Jacobian 
ぎょうれつしき

行列式は、
さいこうじ

最高次の
けいしき

形式を
ひ

引き
もど

戻したときの
けいすう

係数と

して
あらわ

現 れる。

たとえば Φ(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) に
たい

対して、

Φ*(𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦) =
𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣)

𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑣

である。
つうじょう

通常の
へんすうへんかんこうしき

変数変換公式で
あらわ

現 れる Jacobian は、
めんせきけいしき

面積形式の pullback の
けいすう

係数である。

8 
たいおうず

対応図

ベクトル
かいせき

解析
びぶんけいしき

微分形式
せんせきぶん

線積分 ∫
𝐶
𝑭 · 𝑑𝒓 1 

けいしき

形式 ∫
𝐶
𝜔

めんせきぶん

面積分 ∬
𝑆
𝑭 · 𝒏𝑑𝑆 2 

けいしき

形式 ∫
𝑆
𝜂

パラメータ
ひょうじ

表示 pullback

pullback が
ひつよう

必要なのは、
せきぶんたいしょう

積分対象が
きょくせん

曲線や
きょくめん

曲面に
そんざい

存在するのに
たい

対し、
けいさん

計算は
くかん

区間や
へいめんりょういき

平面領域で
じっこう

実行するか

らである。

9 
はんれい

反例または
ちゅうい

注意

む

向きを
はんてん

反転するパラメータ
ひょうじ

表示では、
さいこうじけいしき

最高次形式の
せきぶん

積分の
ふごう

符号も
はんてん

反転する。
めんせき

面積だけを
もと

求める
ばあい

場合は
ぜったいち

絶対値

が
とうじょう

登場するが、
けいしき

形式の
せきぶん

積分では
む

向き
づ

付けを
ほじ

保持する。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線積分と保存場 lecture math vector-calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/線積分と保存場-講義/
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