
wedge 
せき

積と
がいべき

外冪

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、wedge 
せき

積を
きごう

記号の
そうしょく

装飾ではなく、
はんたいしょう

反対称な
めんせきようそ

面積要素や
たいせきようそ

体積要素を
こうせい

構成する
せき

積として

かくにん

確認することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

wedge 
せき

積
Wedge product

 は、
きょう

共 ベクトルや
けいしき

形式を
く

組み
あ

合わせ、
こうたいせい

交代性を
も

持つ
こうじ

高次の
けいしき

形式を
つく

作る
えんざん

演算である。
がいべき

外冪
Exterior power

 Λ𝑘𝑉 * は、𝑘 
こ

個のベクトルを
にゅうりょく

入力 として
かず

数を
かえ

返す
こうたいたじゅうせんけいけいしき

交代多重線形形式の
くうかん

空間である。

3 
きほんせいしつ

基本性質

きょう

共 ベクトル 𝛼, 𝛽 に
たい

対して

𝛼 ∧ 𝛽 = −𝛽 ∧ 𝛼

である。したがって 𝛼 ∧ 𝛼 = 0 である。この
はんたいしょうせい

反対称性が、
おな

同じ
ほうこう

方向を
にかい

二回
かぞ

数えないことに
たいおう

対応する。

4 
だいすうほうそく

代数法則

wedge 
せき

積は
そうせんけい

双線形である。したがって

(𝛼 + 𝛽) ∧ 𝛾 = 𝛼 ∧ 𝛾 + 𝛽 ∧ 𝛾

が
せいりつ

成立する。また
けつごうてき

結合的であり、(𝛼 ∧ 𝛽) ∧ 𝛾 = 𝛼 ∧ (𝛽 ∧ 𝛾) と
あつか

扱 える。
はんこうかんせい

反交換性により、1 
けいしき

形式どうしでは

じゅんじょ

順序の
こうかん

交換で
ふごう

符号が
はんてん

反転する。
れい

例として、

(𝑑𝑥 + 𝑑𝑦) ∧ 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

である。また

𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑥 = −𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦, 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑥 = 0

である。
おな

同じ
ほうこう

方向を
にかい

二回
い

入れると
めんせき

面積が
つぶ

潰れるため、0 になる。

5 
ぐたいれい

具体例

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 は
へいめん

平面の
む

向き
づ

付き
めんせきようそ

面積要素として
はたら

働 く。ベクトル 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) に
たい

対し、

(𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦)(𝑢, 𝑣) = 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1

である。
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6 
がいべき

外冪の
きてい

基底

𝑉 * の
きてい

基底を 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧 とする。このとき Λ2𝑉 * の
きてい

基底は

𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦, 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑧, 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

である。Λ3𝑉 * の
きてい

基底は 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 である。これは
む

向き
づ

付き
たいせきようそ

体積要素に
たいおう

対応する。
いっぱん

一般に、𝑛 
じげん

次元で Λ𝑘𝑉 * の
きてい

基底は、𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 を
み

満たす

𝑑𝑥𝑖1 ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

で
あた

与えられる。
こすう

個数は
にこうけいすう

二項係数 (𝑛𝑘 ) である。これは「𝑘 
ほうこう

方向を
ちょうふく

重複なく
せんたく

選択する」ことに
たいおう

対応する。

7 
きかがくてき

幾何的な
たいおう

対応

2 
じげん

次元では 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 が
めんせき

面積を
はか

測る。3 
じげん

次元では 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 が
たいせき

体積を
はか

測る。cross product は 3 
じげん

次元で
とくしゅ

特殊

にベクトルを
かえ

返す
えんざん

演算であるのに
たい

対し、wedge 
せき

積は
にんいじげん

任意次元で
けいしき

形式を
かえ

返す。

8 
はんれい

反例: cross product との
こんどう

混同

𝑢 × 𝑣 は 3 
じげん

次元のベクトルであり、
ほうこう

方向を
も

持つ。
いっぽう

一方、𝛼 ∧ 𝛽 は 2 
けいしき

形式であり、
にほん

二本のベクトルを
にゅうりょく

入力 し

て
かず

数を
かえ

返す。
ないせき

内積と Hodge star を
せんたく

選択すると 3 
じげん

次元では
たいおう

対応を
つく

作れるが、それは
ついかこうぞう

追加構造を
しよう

使用した
あと

後の

たいおう

対応である。

9 
ぐたいけいさん

具体計算

𝛼 = 2𝑑𝑥 + 𝑑𝑦、𝛽 = 𝑑𝑥 + 3𝑑𝑦 とする。このとき

𝛼 ∧ 𝛽 = (2𝑑𝑥 + 𝑑𝑦) ∧ (𝑑𝑥 + 3𝑑𝑦) = 6𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 − 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 = 5𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

である。
けいすう

係数 5 は、
きょう

共 ベクトルの
けいすうぎょうれつ

係数行列の
ぎょうれつしき

行列式に
いっち

一致する。

10 どこまで
な

成り
た

立つか

wedge 
せき

積は
がいせき

外積という
にほんご

日本語で
よ

呼ばれることがあるが、3 
じげん

次元の cross product とは
べつ

別の
えんざん

演算である。cross 

product は
ないせき

内積や
む

向き
づ

付けと
けつごう

結合して 3 
じげん

次元で
とくしゅ

特殊に
せいりつ

成立する。

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 微分形式と外微分 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/微分形式と外微分-講義/
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