
びぶんけいしき

微分形式と
がいびぶん

外微分

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
びぶんけいしき

微分形式を
ざひょうきごう

座標記号の
あつ

集まりではなく、
きょくせん

曲線・
きょくめん

曲面・
りょういき

領域へ
せきぶん

積分できる
きかがくてきたいしょう

幾何的対象

として
どうにゅう

導入することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

びぶんけいしき

微分形式
Differential form

 は、
かくてん

各点に
こうたいたじゅうせんけいけいしき

交代多重線形形式を
わ

割り
あ

当てる
たいしょう

対象である。
がいびぶん

外微分
Exterior derivative

 は、𝑘 
けいしき

形式を 𝑘 + 1 
けいしき

形式へ
おく

送る
びぶんさようそ

微分作用素である。

3 
ほうしん

方針

1 
けいしき

形式 𝜔 = 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 の
がいびぶん

外微分は

𝑑𝜔 = (𝜕𝑄
𝜕𝑥

− 𝜕𝑃
𝜕𝑦

)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

である。この
しき

式は、
へいめん

平面の curl に
たいおう

対応する。

4 なぜこの
ほうしん

方針を
えら

選ぶのか

びぶんけいしき

微分形式を
まな

学ぶとき、いきなり
ちゅうしょうてき

抽象的 な 𝑘 
けいしき

形式の
いっぱんろん

一般論から
はじ

始めると、𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 や 𝑑𝜔 が
なに

何を
あらわ

表 している

かを
みうしな

見失いやすい。そこでこの
こうぎ

講義では、まず ℝ2 と ℝ3 の
ていじげん

低次元で 0 
けいしき

形式、1 
けいしき

形式、2 
けいしき

形式、3 
けいしき

形式が
なに

何

に
せきぶん

積分されるかを
こてい

固定し、その
あと

後で
がいびぶん

外微分が
じすう

次数を 1 つ
あ

上げる
さよう

作用として
よ

読めるようにする。

5 
ていじげん

低次元の
けいしき

形式

0 
けいしき

形式は
かんすう

関数 𝑓  である。1 
けいしき

形式は 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 のように
きょう

共 ベクトルを
けいすうかんすう

係数関数つきで
はいち

配置したものである。

2 
けいしき

形式は 𝑅𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 のように
めんせきようそ

面積要素へ
けいすう

係数を
つ

付けたものである。ℝ3 では 2 
けいしき

形式に 𝑃 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 +

𝑅 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 のような
ひょうじ

表示が
あらわ

現 れる。

ℝ3 の 3 
けいしき

形式は 𝐻 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 の
かたち

形 であり、
たいせきようそ

体積要素に
けいすう

係数を
つ

付けたものである。
せきぶん

積分の
たいしょう

対象は
じすう

次数で
き

決

まり、1 
けいしき

形式は
きょくせん

曲線、2 
けいしき

形式は
きょくめん

曲面、3 
けいしき

形式は
りょういき

領域に
せきぶん

積分する。

6 ℝ2 での
ぐたいれい

具体例

ℝ2 では、0 
けいしき

形式は
かんすう

関数 𝑓(𝑥, 𝑦) であり、1 
けいしき

形式は 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦、2 
けいしき

形式は 𝑅𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 である。1 
けいしき

形式は
かくてん

各点の

せっ

接ベクトルへ
さよう

作用して
かず

数を
かえ

返し、2 
けいしき

形式は
む

向き
づ

付き
めんせきようそ

面積要素へ
けいすう

係数を
か

掛ける。
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たとえば 𝜔 = 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦 𝑑𝑥 は、
えんしゅう

円周に
そ

沿った
じゅんかん

循環を
はか

測る 1 
けいしき

形式として
よ

読める。
いっぽう

一方、𝜂 = (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 は、

りょういき

領域ごとに
めんせきみつど

面積密度 𝑥 + 𝑦 を
わ

割り
あ

当てる 2 
けいしき

形式である。

7 ℝ3 での
ぐたいれい

具体例

ℝ3 では、1 
けいしき

形式 𝛼 = 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅 𝑑𝑧 は
きょくせん

曲線に、2 
けいしき

形式 𝛽 = 𝑃 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑅 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 は
きょくめん

曲面

に、3 
けいしき

形式 𝛾 = 𝐻 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 は
りょういき

領域に
せきぶん

積分される。

この
たいおう

対応を
こてい

固定すると、1 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分が 2 
けいしき

形式になり、2 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分が 3 
けいしき

形式になる
りゆう

理由が
み

見えやす

い。
きょくせん

曲線の
せきぶんりょう

積分量を
がいびぶん

外微分すると
きょくめん

曲面の
みつど

密度になり、
きょくめん

曲面の
みつど

密度を
がいびぶん

外微分すると
たいせき

体積の
みつど

密度になる。

8 
じっけいさん

実計算

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 なら、

𝑑𝑓 = 2𝑥𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑦

である。𝜔 = 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 に
たい

対しては、

𝑑𝜔 = 𝑑𝑃 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑄 ∧ 𝑑𝑦 = (𝑄𝑥 − 𝑃𝑦)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

となる。
ぐたいれい

具体例として 𝜔 = (𝑥2 + 𝑦) 𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑦 とすると、

𝑑𝜔 = 𝑑(𝑥2 + 𝑦) ∧ 𝑑𝑥 + 𝑑(𝑥 − 𝑦) ∧ 𝑑𝑦

= (2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑑𝑦) ∧ 𝑑𝑥 + (𝑑𝑥 − 𝑑𝑦) ∧ 𝑑𝑦

= 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 = 0

となる。この
れい

例では 𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 = 1 − 1 = 0 であり、
へいめん

平面での curl に
たいおう

対応する
けいすう

係数が 0 になっている。

ℝ3 で 𝛼 = 𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅 𝑑𝑧 とすると、

𝑑𝛼 = (𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + (𝑅𝑦 −𝑄𝑧) 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + (𝑃𝑧 −𝑅𝑥) 𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥

である。これは
つうじょう

通常の curl の
せいぶん

成分と
たいおう

対応する。また 2 
けいしき

形式

𝛽 = 𝑃 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑅 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

に
たい

対しては

𝑑𝛽 = (𝑃𝑥 +𝑄𝑦 +𝑅𝑧) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧

となり、divergence に
たいおう

対応する。

9 
じゅうようせい

重要性

がいびぶん

外微分は 𝑑2 = 0 を
み

満たす。この
せいしつ

性質により、
こうばい

勾配の curl が 0 になることや、curl の divergence が 0 にな

ることが
とういつてき

統一的に
せつめい

説明される。
れい

例として 𝑓 = 𝑥2𝑦 では 𝑑𝑓 = 2𝑥𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑦 であり、

𝑑(𝑑𝑓) = 𝑑(2𝑥𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑦) = (2𝑥 − 2𝑥) 𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 = 0

md 1d5946b p. 2

/lecture/math/exterior-algebra/微分形式と外微分-講義



である。
にかい

二回の
がいびぶん

外微分が 0 になることは、
こんごうへんびぶん

混合偏微分の
こうかん

交換と
こうたいせい

交代性が
く

組み
あ

合わさった
けっか

結果である。

10 𝑑2 = 0 が
いみ

意味すること

𝑑2 = 0 は、
たん

単に
けいさん

計算が
らく

楽になるという
せいしつ

性質ではない。0 
けいしき

形式 𝑓  に
たい

対する 𝑑𝑓  は
きょくしょてき

局所的な
へんか

変化を
きろく

記録する 1 

けいしき

形式であり、その
がいびぶん

外微分が 0 になるという
じじつ

事実は、「
じゅんすい

純粋な
こうばいば

勾配場には
かいてん

回転が
のこ

残らない」ことに
たいおう

対応する。
どうよう

同様に、ℝ3 では 1 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分が curl に、2 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分が divergence に
たいおう

対応するため、𝑑2 = 0 は curl の 

divergence が 0 になることも
どうじ

同時に
ふく

含んでいる。この
とういつせい

統一性が、
がいびぶん

外微分を
たん

単なる
きごうそうさ

記号操作ではなく
こうぞうてき

構造的

な
びぶん

微分として
とら

捉えるべき
りゆう

理由である。

11 
はんれい

反例または
ちゅうい

注意

けいすうかんすう

係数関数が
じゅうぶん

十分に
なめ

滑らかでない
ばあい

場合、
へんびぶん

偏微分の
こうかん

交換や
がいびぶん

外微分の
つうじょうけいさん

通常計算をそのまま
しよう

使用できないことがあ

る。また
けいしき

形式の
じすう

次数と
せきぶんたいしょう

積分対象の
じげん

次元が
いっち

一致しなければ、
ちょくせつ

直接には
せきぶん

積分できない。

12 ベクトル
かいせき

解析との
たいおう

対応

0 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分は gradient に
たいおう

対応する。1 
けいしき

形式の
がいびぶん

外微分は
へいめん

平面の curl に
たいおう

対応する。3 
じげん

次元では、Hodge star 

と
く

組み
あ

合わせることで curl や divergence との
たいおう

対応を
せいり

整理できる。この
たいおう

対応は
つぎ

次の
こうぎ

講義で
せいり

整理する。

→ 講義 一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書-講義/

13 
ざひょうひいぞん

座標非依存の
いみ

意味

がいびぶん

外微分は
ざひょうひょうじ

座標表示で
けいさん

計算できるが、
ていぎ

定義そのものは
けいしき

形式に
たい

対する
えんざん

演算である。そのため
ざひょうへんかん

座標変換をしても、

pullback と
りょうりつ

両立する
かたち

形 で
おな

同じ
きかがくてきないよう

幾何的内容を
あらわ

表 す。

14 
ひ

引き
もど

戻し

ひ

引き
もど

戻し
Pullback

 は、
しゃぞう

写像で
きょくせん

曲線や
きょくめん

曲面をパラメータ
ひょうじ

表示したとき、
けいしき

形式をパラメータ
りょういき

領域へ
うつ

移す
そうさ

操作である。

けいしき

形式の
せきぶん

積分を
じっさい

実際に
けいさん

計算する
いりぐち

入口になる。

15 
つぎ

次に
よ

読むページ

けいしき

形式を
じっさい

実際に
きょくせん

曲線や
きょくめん

曲面へ
せきぶん

積分したい
ばあい

場合は、pullback と
けいしき

形式の
せきぶん

積分へ
すす

進む。ベクトル
かいせき

解析との
たいおう

対応を

いっぱん

一般 Stokes 
ていり

定理まで
ふく

含めて
せいり

整理したい
ばあい

場合は、
いっぱん

一般 Stokes 
ていり

定理とベクトル
かいせき

解析
じしょ

辞書へ
すす

進む。

→ 講義 pullback と形式の積分 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/pullback と形式の積分-講義/
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16 
かんれん

関連リンク

→ 講義 pullback と形式の積分 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/pullback と形式の積分-講義/

→ 講義 一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書 lecture math exterior-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/exterior-algebra/一般 Stokes 定理とベクトル解析辞書-講義/
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