
ノルムと
さんかくふとうしき

三角不等式

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、ノルムは「
なが

長さ」を
ちゅうしょうか

抽象化した
かんすう

関数であり、
さんかくふとうしき

三角不等式によって
きょり

距離としての
ふるま

振舞

いが
ほしょう

保証されるということである。
ないせき

内積
inner product

から ‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩ と
ていぎ

定義するだけでは、まだ「
なが

長さ」として
じゅうぶん

十分かどうかは
めいかく

明確でない。
なが

長さなら、

0 
いじょう

以上であり、スカラー
ばい

倍で
ひれい

比例し、2 つのベクトルを
た

足した
なが

長さが
かく

各
なが

長さの
わ

和を
こ

超えない
ひつよう

必要がある。こ

の
さいご

最後の
じょうけん

条件が
さんかくふとうしき

三角不等式である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ノルム
Norm

 とは、ベクトル
くうかん

空間 𝑉  から
ひふじつすう

非負実数への
かんすう

関数 ‖ · ‖ であり、
にんい

任意の 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉  とスカラー 𝑎 について、

つぎ

次を
み

満たすものである。

‖ 𝑣 ‖ ≥ 0, ‖ 𝑣 ‖ = 0⟺ 𝑣 = 0

‖ 𝑎𝑣 ‖ = | 𝑎 | ‖ 𝑣 ‖

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖ ≤ ‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖
さんかくふとうしき

三角不等式
Triangle inequality

 とは、
うえ

上の 3 
ばんめ

番目の
ふとうしき

不等式である。
きょり

距離
Metric

 は、ノルムから 𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖ 𝑢 − 𝑣 ‖ と
ていぎ

定義できる。

3 
ほうしん

方針

まずノルムの
こうり

公理を
かくにん

確認し、つぎに
ないせき

内積
inner product

から
ていぎ

定義したノルムがその
こうり

公理を
み

満たすことを
しめ

示す。
さんかくふとうしき

三角不等式

だけは
じめい

自明でないため、コーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式を
もち

用いて
どうしゅつ

導出する。

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

さんかくふとうしき

三角不等式は、「
うかいけいろ

迂回経路の
きょり

距離は、
ちょっこう

直行する
きょり

距離より
みじか

短 くならない」という
きかがくてき

幾何学的な
じじつ

事実の
ちゅうしょうけい

抽象形 で

ある。

ベクトルでは、𝑢 だけ
いどう

移動し、つぎに 𝑣 だけ
いどう

移動する
けいろ

経路と、𝑢 + 𝑣 へ
いちど

一度に
いどう

移動する
けいろ

経路を
ひかく

比較する。
ちょくせつ

直接

の
いどう

移動は
よ

寄り
みち

道より
なが

長くならない。これが ‖ 𝑢 + 𝑣 ‖ ≤ ‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖ である。
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5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
ないせき

内積
inner product

からノルムを
ていぎ

定義する

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では

‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩

と
ていぎ

定義する。
せいていちせい

正定値性により ⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ 0 であり、⟨𝑣, 𝑣⟩ = 0 は 𝑣 = 0 と
どうち

同値
equivalent

である。したがって
ひふせい

非負性と
れい

零ベ

クトルの
はんてい

判定は
せいりつ

成立する。

スカラー 𝑎 については、

‖ 𝑎𝑣 ‖2 = ⟨𝑎𝑣, 𝑎𝑣⟩ = | 𝑎 |2⟨𝑣, 𝑣⟩

であるから、

‖ 𝑎𝑣 ‖ = | 𝑎 | ‖ 𝑣 ‖

を
え

得る。

5.2 2. 
さんかくふとうしき

三角不等式を
どうしゅつ

導出する

じつないせきくうかん

実内積空間では、

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖2 = ⟨𝑢 + 𝑣, 𝑢 + 𝑣⟩

である。
てんかい

展開すると、

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖2 = ‖ 𝑢 ‖2 + 2⟨𝑢, 𝑣⟩ + ‖ 𝑣 ‖2

コーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式より ⟨𝑢, 𝑣⟩ ≤ | ⟨𝑢, 𝑣⟩ | ≤ ‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖ である。したがって

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖2 ≤ ‖ 𝑢 ‖2 + 2 ‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖ + ‖ 𝑣 ‖2 = (‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖)2
りょうへん

両辺は
ひふ

非負なので、
へいほうこん

平方根を
てきよう

適用して

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖ ≤ ‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖

を
え

得る。
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では、
てんかい

展開に 2Re⟨𝑢, 𝑣⟩ が
あらわ

現 れるが、Re⟨𝑢, 𝑣⟩ ≤ | ⟨𝑢, 𝑣⟩ | により
どうよう

同様に
しょうめい

証明できる。

6 
ぐたいれい

具体例

ℝ2 の
ひょうじゅんないせき

標準内積 では、

‖ (𝑥, 𝑦)‖ = √𝑥2 + 𝑦2

である。𝑢 = (1, 0)、𝑣 = (0, 1) とすると、

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖ =
√
2, ‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖ = 2

であり、
√
2 ≤ 2 が

さんかくふとうしき

三角不等式に
たいおう

対応する。
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7 
べつ

別の
かんてん

観点

ノルムが
あた

与えられると、まず

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖ 𝑢 − 𝑣 ‖

によって
きょり

距離が
ていぎ

定義される。
ひふせい

非負性、
たいしょうせい

対称性、
さんかくふとうしき

三角不等式により、これは
きょりかんすう

距離関数として
きのう

機能する。
かいせきてき

解析的には、ノルムは
きょくげん

極限や
しゅうそく

収束を
ていぎ

定義するための
どうぐ

道具である。𝑑(𝑣𝑛, 𝑣) = ‖ 𝑣𝑛 − 𝑣 ‖ → 0 と
きじゅつ

記述できると

き、ベクトル
れつ

列
column

 𝑣𝑛 が 𝑣 に
ちか

近づくことを
いみ

意味する。
きかてき

幾何的には、ノルムは
げんてん

原点からの
きょり

距離である。
さんかくふとうしき

三角不等式は、この
きょり

距離が
きかがくてき

幾何学的な
ちょっかん

直観と
せいごう

整合すること

を
ほしょう

保証する。

8 
はんていきじゅん

判定基準

•
なが

長さ、
きょり

距離、
しゅうそく

収束、
ごさ

誤差を
たいしょう

対象にするなら、ノルムを
かくにん

確認する。

•
ないせき

内積
inner product

が
あた

与えられているなら、まず ‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩ を
こうせい

構成する。

•
ふとうしき

不等式の
しょうめい

証明では、コーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式から
さんかくふとうしき

三角不等式へ
せつぞく

接続する。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

ないせき

内積
inner product

から
え

得られるノルムは
かなら

必 ず
さんかくふとうしき

三角不等式を
み

満たす。
いっぽう

一方で、すべてのノルムが
ないせき

内積
inner product

から
しょう

生 じるわけで

はない。たとえば ℝ𝑛 の ℓ1 ノルムや ℓ∞ ノルムは
じゅうよう

重要だが、
いっぱん

一般には
ひょうじゅんないせき

標準内積 から
ちょくせつ

直接
どうしゅつ

導出されるもの

ではない。

10 
さいしゅうけい

最終形

‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩

‖ 𝑢 + 𝑣 ‖ ≤ ‖ 𝑢 ‖ + ‖ 𝑣 ‖

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖ 𝑢 − 𝑣 ‖

11 
ひとこと

一言でいうと

• ノルムは
なが

長さを
ちゅうしょうか

抽象化した
かんすう

関数であり、
さんかくふとうしき

三角不等式により
きょり

距離として
さよう

作用する。

12 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 内積・直交・射影 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/内積・直交・射影-基本演習/
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13 
かんれん

関連リンク

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 直交補空間と射影 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義/
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