
ベクトル
くうかん

空間と
きてい

基底
basis

1 
どうにゅう

導入

せんけいだいすう

線型代数で
さいじゅうよう

最重要なのは、「どんなベクトルが
せいせい

生成できるか」と「その
ひょうじ

表示が
いちい

一意か」を
くべつ

区別して
こうさつ

考察す

ることである。
きてい

基底
basis

をただ「
べんり

便利なベクトルの
く

組」として
あんき

暗記すると、
せいせい

生成と
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

がなぜ
べつべつ

別々に
ひつよう

必要なのかが
ふめいりょう

不明瞭に

なる。この
こうぎ

講義では、まず「
ぜんたい

全体を
せいせい

生成すること」と「
ひょうじ

表示が
ちょうふく

重複しないこと」を
ぶんり

分離し、その 2 つが
どうじ

同時

に
せいりつ

成立したものとして
きてい

基底
basis

を
ていしきか

定式化する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ベクトル
くうかん

空間
Vector space

 とは、
たい

体 𝐾 の
げん

元をスカラーとし、
かほう

加法とスカラー
ばい

倍が
ていぎ

定義され、
れい

零ベクトル、
ぎゃくげん

逆元、
けつごうほうそく

結合法則、

こうかんほうそく

交換法則、
ぶんぱいほうそく

分配法則などの
こうり

公理を
み

満たす
しゅうごう

集合
set

である。
ちゅうしょう

抽象 ベクトル
くうかん

空間
abstract vector space

 とは、
せいぶん

成分
component

の
かたち

形 に
いぞん

依存せず、
かほう

加法とスカラー
ばい

倍の
こうり

公理だけで
あつか

扱 うベクトル
くうかん

空間であ

る。ℝ𝑛 や ℂ𝑛 だけでなく、
たこうしき

多項式、
かんすう

関数、
ぎょうれつ

行列
matrix

の
しゅうごう

集合
set

も
じょうけん

条件を
み

満たせばベクトル
くうかん

空間になる。
せいせい

生成
Span

 とは、
あた

与えられたベクトルの
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

で
こうせい

構成できる
ぜんたい

全体である。
いちじどくりつ

一次独立
Linear independence

 とは、
じめい

自明な
くみあ

組合わせだけが 0 を
こうせい

構成することを
いみ

意味する。
きてい

基底
Basis

 とは、
せいせい

生成と
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

を
どうじ

同時に
み

満たす
しゅうごう

集合
set

である。

3 
ほうしん

方針

きてい

基底
basis

を
りかい

理解するには、まず「
せいせい

生成できるか」と「
ひょうじ

表示が
ちょうふく

重複しないか」を
ぶんり

分離する。

→ 講義 線型結合と張る空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型結合と張る空間の基本-講義/

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

4.1 1. 「
た

足りる」と「
よぶん

余分がない」を
わ

分ける

きてい

基底
basis

は、
くうかん

空間を
ひょうげん

表現するための「
かふそく

過不足のない
ぶひん

部品」である。
すく

少なすぎると
ぜんたい

全体を
せいせい

生成できず、
おお

多すぎると

おな

同じベクトルに
ふくすう

複数の
ひょうじ

表示が
しょう

生 じる。
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4.2 2. 
へいめん

平面の
れい

例

ℝ2 では、(1
0), (

0
1) があれば

にんい

任意のベクトルを
ひょうげん

表現できる。これは「
せいせい

生成できる」ということである。
いっぽう

一方で、(1
0), (

0
1), (

1
1) の 3 

ぼん

本を
さいよう

採用すると、
たし

確かに
ぜんたい

全体を
せいせい

生成できるが 1 
ぼん

本が
よぶん

余分である。たとえば

(11) = (10) + (01)

なので、
どくりつ

独立
independent

ではない。

4.3 3. 
きてい

基底
basis

とは
なに

何か

したがって
きてい

基底
basis

とは、「
ぜんたい

全体を
せいせい

生成できる」かつ「
ひょうじ

表示に
ちょうふく

重複がない」
しゅうごう

集合
set

である。これを
げんみつ

厳密に
ひょうげん

表現す

ると、
せいせい

生成と
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

になる。

このように
ていぎ

定義する
りゆう

理由は、
ざひょう

座標を
いちい

一意に
けってい

決定するためである。
せいせい

生成だけでは
ぜんたい

全体を
おお

覆っても
ちょうふく

重複が
しょう

生 じ

うるし、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

だけでは
ちょうふく

重複がなくても
ぜんたい

全体を
ひょうげん

表現できない。2 つを
どうじ

同時に
ようきゅう

要求してはじめて、「どの

ベクトルもただ 1 
とお

通りに
ざひょうか

座標化できる」という
もくてき

目的に
とうたつ

到達する。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 0. ベクトル
くうかん

空間の
こうり

公理を
お

置く
りゆう

理由

た

足し
ざん

算とスカラー
ばい

倍で
と

閉じているだけでは、ベクトル
くうかん

空間とは
はんてい

判定できない。
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

を
あんてい

安定して
あつか

扱 うに

は、
けいさんきそく

計算規則が
せいごう

整合している
ひつよう

必要がある。

たとえば 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 、𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 に
たい

対して、
かほう

加法の
こうかんほうそく

交換法則・
けつごうほうそく

結合法則、
れい

零ベクトル 0 の
そんざい

存在、
はんたい

反対ベクトル 

−𝑣 の
そんざい

存在、および

𝑎(𝑢 + 𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣, (𝑎 + 𝑏)𝑣 = 𝑎𝑣 + 𝑏𝑣, 𝑎(𝑏𝑣) = (𝑎𝑏)𝑣

が
ようせい

要請される。これらの
こうり

公理によって、
たこうしき

多項式、
かんすう

関数、
ぎょうれつ

行列
matrix

のように
かたち

形 の
こと

異なる
たいしょう

対象も、
おな

同じ
せんけい

線型の
げんご

言語

で
しょり

処理できる。

5.2 1. 
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

ベクトル 𝑣1,…, 𝑣𝑘 が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

であるとは

𝑐1𝑣1 +⋯+ 𝑐𝑘𝑣𝑘 = 0 ⇒ 𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑘 = 0

であることである。

この
じょうけん

条件は、「0 を
こうせい

構成するための
よけい

余計な
かんけいしき

関係式がない」ことを
いみ

意味する。したがって
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明で
しめ

示し

た「
よぶん

余分がない」に
たいおう

対応する。

5.3 2. 
せいせい

生成

また 𝑣1,…, 𝑣𝑘 が
くうかん

空間 𝑉  を
せいせい

生成するとは、
にんい

任意の 𝑣 ∈ 𝑉  が
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𝑣 = 𝑐1𝑣1 +⋯+ 𝑐𝑘𝑣𝑘

と
ひょうじ

表示できることである。

この
じょうけん

条件は、「
ぜんたい

全体を
せいせい

生成できる」に
たいおう

対応する。

5.4 3. 
きてい

基底
basis

したがって
きてい

基底
basis

とは、この 2 つを
どうじ

同時に
み

満たすものである。

ここで
じゅうよう

重要なのは、この
ていぎ

定義を
と

採ると「
かく

各ベクトルの
ざひょう

座標がただ 1 つに
けってい

決定される」ことである。
じっさい

実際、

𝑣 が

𝑣 = 𝑐1𝑣1 +⋯+ 𝑐𝑘𝑣𝑘 = 𝑑1𝑣1 +⋯+ 𝑑𝑘𝑣𝑘

と 2 
とお

通りに
ひょうじ

表示できたとすると、

(𝑐1 − 𝑑1)𝑣1 +⋯+ (𝑐𝑘 − 𝑑𝑘)𝑣𝑘 = 0

となる。
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

より

𝑐1 − 𝑑1 = ⋯ = 𝑐𝑘 − 𝑑𝑘 = 0

したがって

𝑐1 = 𝑑1, …, 𝑐𝑘 = 𝑑𝑘

である。つまり
きてい

基底
basis

とは、ただ
くうかん

空間を
せいせい

生成するだけでなく、
ざひょうひょうじ

座標表示を
いちい

一意にするための
ていぎ

定義も
か

兼ねる。

この
しょうめい

証明の
いぎ

意義は
おお

大きい。
きてい

基底
basis

を
せんたく

選択すると「ベクトルそのもの」と「その
ざひょう

座標」が 1 
たい

対 1 に
たいおう

対応するこ

とが
ほしょう

保証される。したがって
せんけいだいすう

線型代数では、
ちゅうしょうてき

抽象的 な
くうかん

空間の
もんだい

問題を
ざひょう

座標の
けいさん

計算へ
へんかん

変換しても
いみ

意味が
うしな

失 われ

ない。

この
たいおう

対応を
ざひょうしゃぞう

座標写像
Coordinate map

という。
じゅんじょ

順序つき
きてい

基底
basis

 𝐵 = (𝑣1,…, 𝑣𝑛) を
せんたく

選択すると、
かく

各 𝑣 ∈ 𝑉  は
いちい

一意に

𝑣 = 𝑐1𝑣1 +⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛

と
ひょうじ

表示される。この
けいすう

係数
coefficient

を
なら

並べた

[𝑣]𝐵 =
(

𝑐1

⋮
𝑐𝑛)



が 𝐵 に
かん

関する
ざひょう

座標である。つまり
きてい

基底
basis

を
せんたく

選択することは、
ちゅうしょう

抽象 ベクトルを
かず

数の
れつ

列
column

へ
うつ

移す
ざひょうしゃぞう

座標写像を
こうせい

構成

することである。この
ざひょうしゃぞう

座標写像が、
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
ぎょうれつ

行列
matrix

で
ひょうげん

表現する
いりぐち

入口になる。

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

5.5 4. 
ぐたいれい

具体例

ℝ2 で

𝑒1 = (10), 𝑒2 = (01)

を
こうさつ

考察すると、
にんい

任意の

(𝑥𝑦) = 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2
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と
ひょうじ

表示できるため、
せいせい

生成している。

また

𝑐1𝑒1 + 𝑐2𝑒2 = 0

なら

(𝑐1𝑐2
) = (00)

したがって 𝑐1 = 𝑐2 = 0 である。このため 𝑒1, 𝑒2 は
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

であり、
きてい

基底
basis

である。

5.6 5. 
ちゅうしょうか

抽象化の
れい

例

ベクトル
くうかん

空間は、
やじるし

矢印だけを
あつか

扱 う
がいねん

概念ではない。たとえば
じっすう

実数
real number

けいすう

係数
coefficient

の 2 
じ

次
いか

以下の
たこうしき

多項式
ぜんたい

全体

𝑃2 = {𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 ∣ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ}

は、1, 𝑥, 𝑥2 を
きてい

基底
basis

にもつ 3 
じげん

次元
dimension

ベクトル
くうかん

空間である。また、
くかん

区間 [0, 1] の
うえ

上の
れんぞくかんすう

連続関数
ぜんたい

全体や、𝑚× 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

ぜんたい

全体も、
てきせつ

適切な
かほう

加法とスカラー
ばい

倍によりベクトル
くうかん

空間となる。

この
ちゅうしょうか

抽象化により、
びぶん

微分を
かんすうくうかん

関数空間の
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

として
あつか

扱 ったり、
ぎょうれつ

行列
matrix

を
きてい

基底
basis

で
ざひょうか

座標化したりできる。ベク

トル
くうかん

空間の
ていぎ

定義は、
こと

異なる
たいしょう

対象を
とういつてき

統一的に
きじゅつ

記述するための
わくぐ

枠組みである。

5.7 6. 
じっすう

実数
real number

と
ふくそすう

複素数
complex number

で
なに

何が
か

変わるか

ベクトル
くうかん

空間では、どの
たい

体をスカラーとして
つか

使うかを
めいじ

明示する。
おな

同じ
しゅうごう

集合
set

でも、
じっすう

実数
real number

をスカラーにするか、

ふくそすう

複素数
complex number

をスカラーにするかで、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

や
じげん

次元
dimension

の
よ

読み
かた

方が
か

変わることがある。

たとえば ℂ は、
ふくそすうたい

複素数体 ℂ 
じょう

上 では 1 
じげん

次元
dimension

である。
いっぽう

一方、
じっすうたい

実数体 ℝ 
じょう

上 では 1, 𝑖 を
きてい

基底
basis

として 2 
じげん

次元
dimension

である。

したがって「
じげん

次元
dimension

」や「
きてい

基底
basis

」は、
かなら

必 ず
きそたい

基礎体と
いっしょ

一緒に
よ

読む。
ないせき

内積
inner product

を
い

入れると、この
さ

差はさらに
じゅうよう

重要になる。
じつないせき

実内積では
たいしょうせい

対称性を
つか

使うが、
ふくそないせき

複素内積では
きょうやくたいしょうせい

共役対称性 を

つか

使う。

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

5.8 7. 
きてい

基底
basis

の
ほんすう

本数が
いってい

一定になる
りゆう

理由

ゆうげんじげん

有限次元で
じげん

次元
dimension

を
ていぎ

定義できるのは、どの
きてい

基底
basis

を
さいよう

採用しても
ほんすう

本数が
おな

同じになるためである。この
じじつ

事実の
きそ

基礎に

あるのが
こうかんほだい

交換補題
Exchange lemma

である。
こうかんほだい

交換補題の
ないよう

内容は、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な
くみ

組 𝑣1,…, 𝑣𝑘 と、𝑉  を
せいせい

生成する
くみ

組 𝑤1,…,𝑤𝑚 があるとき、𝑣1 をどれか 1 
ぽん

本の 𝑤𝑗 

と
こうかん

交換しても
せいせい

生成を
たも

保てる、というものである。この
こうかん

交換を
じゅん

順 に
はんぷく

反復すると、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な
ほんすう

本数は
せいせいしゅうごう

生成集合

の
ほんすう

本数を
こ

超えられないことが
はんめい

判明する。

したがって、𝐵 と 𝐶 がともに
きてい

基底
basis

なら、𝐵 は
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

で 𝐶 は
せいせい

生成するため | 𝐵 | ≤ | 𝐶 | である。
やくわり

役割を

こうかん

交換すると | 𝐶 | ≤ | 𝐵 | であり、
けっきょく

結局 | 𝐵 | = | 𝐶 | となる。このため
じげん

次元
dimension

は
きてい

基底
basis

の
せんたく

選択に
いぞん

依存しない。
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6 
べつ

別の
かんてん

観点

けいさん

計算の
たちば

立場では、
きてい

基底
basis

はベクトルを
ざひょう

座標で
ひょうげん

表現するための
きじゅん

基準である。
こうぞう

構造
structure

の
たちば

立場では、その
くうかん

空間を
かふそく

過不足

なく
せいせい

生成するための
さいしょうげん

最小限の
ぶひん

部品である。この 2 つを
けつごう

結合しておくと、
こうぞく

後続の
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

や
ぎょうれつ

行列
matrix

で
きてい

基底
basis

の

いみ

意味が
あんてい

安定する。

7 どこまで
な

成り
た

立つか

ゆうげんじげん

有限次元ベクトル
くうかん

空間では、どの
きてい

基底
basis

を
せんたく

選択しても
ようそすう

要素数は
おな

同じである。これが
じげん

次元
dimension

である。

この
じじつ

事実が
じゅうよう

重要なのは、
きてい

基底
basis

の
せんたく

選択によらず、その
くうかん

空間そのものの
おお

大きさを
かず

数で
ひょうげん

表現できるからである。た

とえば ℝ2 では、どの
きてい

基底
basis

を
さいよう

採用しても 2 
ほん

本で
じゅうぶん

十分であり、3 
ぼん

本あれば
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

にはできない。

この
じじつ

事実は
こうかんほだい

交換補題により
ほしょう

保証される。
は

掃き
だ

出しで
のこ

残る
じゆうど

自由度の
ほんすう

本数も、この
きてい

基底
basis

の
ほんすう

本数に
たいおう

対応する。つま

り
じげん

次元
dimension

は、
くうかん

空間を
あらわ

表 すのに
ひつよう

必要な
どくりつ

独立
independent

な
ほうこう

方向の
かず

数である。
いっぽう

一方で
むげんじげん

無限次元では、
きてい

基底
basis

の
あつか

扱 いに
しんちょう

慎重さを
よう

要する。また、
せいせい

生成だけ、あるいは
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

だけでは
きてい

基底
basis

に

はならない。2 つを
ぶんり

分離して
かくにん

確認することが
じゅうよう

重要である。

8 
さいしゅうけい

最終形

基底 =生成+一次独立

生成は「足りる」、一次独立は「余分がない」

基底を選ぶと座標表示は一意に定まる

有限次元では基底の本数は交換補題により一定である

基底を選ぶと座標写像 [ · ]𝐵 : 𝑉 → 𝐾𝑛 が定まる

9 
ひとこと

一言でいうと

•
きてい

基底
basis

は、「
せいせい

生成する」かつ「
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

である」ベクトル
しゅうごう

集合
set

である。

•
もんだい

問題では、まず
せいせい

生成を
かくにん

確認し、つぎに
いちじどくりつせい

一次独立性を
はんてい

判定する。

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 ベクトル空間・基底・階数 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/ベクトル空間・基底・階数-基本演習/

md 389f644 p. 5

/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%83%BB%E5%9F%BA%E5%BA%95%E3%83%BB%E9%9A%8E%E6%95%B0-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/


11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 線型結合と張る空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型結合と張る空間の基本-講義/

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/

md 389f644 p. 6

/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%B7%9A%E5%9E%8B%E5%86%99%E5%83%8F%E3%81%A8%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%B7%9A%E5%9E%8B%E7%B5%90%E5%90%88%E3%81%A8%E5%BC%B5%E3%82%8B%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E9%9A%8E%E6%95%B0%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%9B%BA%E6%9C%89%E5%80%A4%E3%81%A8%E5%9B%BA%E6%9C%89%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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