
にじけいしき

二次形式
quadratic form

と
せいていちぎょうれつ

正定値行列
positive definite matrix

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
にじけいしき

二次形式
quadratic form

は
ぎょうれつ

行列
matrix

によって
さだ

定まる
にじしき

二次式であり、
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

を
つう

通じて
ふごう

符号を
はんてい

判定できるということである。
こゆうち

固有値
eigenvalue

は、
たいかくか

対角化
diagonalization

の
けいさん

計算だけのために
そんざい

存在する
がいねん

概念ではない。
にじけいしき

二次形式
quadratic form

を
かんさつ

観察すると、
こゆうち

固有値
eigenvalue

は
きょくめん

曲面の
の

伸

びや
とつせい

凸性を
しはい

支配する
りょう

量 として
かくにん

確認できる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

にじけいしき

二次形式
Quadratic form

 とは、
じつせいほうぎょうれつ

実正方行列 𝐴 によって

𝑞(𝑥) = 𝑥𝑇 𝐴𝑥

と
ていぎ

定義される
かんすう

関数である。ここで 𝑥 ∈ ℝ𝑛 である。

エルミート
けいしき

形式
Hermitian form

 とは、
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合に

𝑞(𝑥) = 𝑥*𝐴𝑥

と
か

書く
りょう

量 である。ここでは 𝐴 をエルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

とする。この
じょうけん

条件により、𝑥*𝐴𝑥 は
じっすう

実数
real number

として
ふごう

符号を
はんてい

判定

できる。
せいていちぎょうれつ

正定値行列
Positive definite matrix

 とは、
じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列  𝐴 が
にんい

任意の 𝑥 ≠ 0 について

𝑥𝑇 𝐴𝑥 > 0

を
み

満たすことである。
ひふていち

非負定値は 𝑥𝑇 𝐴𝑥 ≥ 0、
ふていち

負定値は 𝑥𝑇 𝐴𝑥 < 0、
ふてい

不定は
せい

正にも
ふ

負にもなる
ばあい

場合である。

3 
ほうしん

方針

ほうしん

方針は、
にじけいしき

二次形式
quadratic form

を
ちょっこうたいかくか

直交対角化で
ひょうじゅんけい

標準形 に
へんかん

変換することである。
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

 𝐴 について

𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇

と
ちょっこうたいかくか

直交対角化し、𝑦 = 𝑄𝑇 𝑥 と
ちかん

置換すると

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 𝑦𝑇 𝐷𝑦 = 𝜆1𝑦2
1 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑦2

𝑛

となる。したがって
ふごう

符号は
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
ふごう

符号に
かんげん

還元される。

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/
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4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

にじけいしき

二次形式
quadratic form

は、
ほうこう

方向ごとに
あたい

値 の
ぞうか

増加の
しかた

仕方を
そくてい

測定する
そうち

装置である。
せいていち

正定値
positive definite

であれば、
げんてん

原点からどの
ほうこう

方向へ
いどう

移動

しても
あたい

値 が
せい

正になる。これは
げんてん

原点が
たに

谷の
そこ

底のように
ふるま

振舞うことに
たいおう

対応する。
ふてい

不定であれば、
ほうこう

方向によって
あたい

値 が
せい

正にも
ふ

負にもなる。
あんてん

鞍点のような
けいじょう

形状が
はっせい

発生する。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
はんたいしょうせいぶん

反対称成分は
にじけいしき

二次形式
quadratic form

に
きよ

寄与しない

にんい

任意の
じつせいほうぎょうれつ

実正方行列 𝐴 について

𝐴 = 𝐴 + 𝐴𝑇

2
+ 𝐴 − 𝐴𝑇

2

と
ぶんかい

分解できる。𝑆 = (𝐴 + 𝐴𝑇 )/2 は
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

、𝐾 = (𝐴 − 𝐴𝑇 )/2 は
はんたいしょうぎょうれつ

反対称行列 である。
はんたいしょうぎょうれつ

反対称行列 につい

ては

𝑥𝑇 𝐾𝑥 = 0

であるため、

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 𝑥𝑇 𝑆𝑥

である。したがって
にじけいしき

二次形式
quadratic form

では
たいしょうぶぶん

対称部分だけを
こうさつ

考察すれば
じゅうぶん

十分である。

5.2 2. 
せいていちせい

正定値性と
こゆうち

固有値
eigenvalue

𝐴 を
じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列 とする。このとき
つぎ

次は
どうち

同値
equivalent

である。

𝐴 は正定値⟺ 𝜆𝑖 > 0 (𝑖 = 1, …, 𝑛)
りゆう

理由は
ちょっこうたいかくか

直交対角化である。𝐴 = 𝑄𝐷𝑄𝑇 、𝑦 = 𝑄𝑇 𝑥 とすると

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 𝜆1𝑦2
1 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑦2

𝑛

である。すべての 𝜆𝑖 が
せい

正なら、𝑥 ≠ 0 すなわち 𝑦 ≠ 0 に
たい

対して 𝑥𝑇 𝐴𝑥 > 0 である。
ぎゃく

逆 に、ある 𝜆𝑖 < 0 なら、

その
こゆうほうこう

固有方向で
あたい

値 は
ふ

負になる。
きょうかい

境界として、ある 𝜆𝑖 = 0 の
ばあい

場合も
かくにん

確認しておく。このとき、その
こゆうち

固有値
eigenvalue

に
たいおう

対応する
たんい

単位
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

を 𝑞𝑖 

とすれば、𝑞𝑖 ≠ 0 であるにもかかわらず

𝑞𝑇
𝑖 𝐴𝑞𝑖 = 0

となる。したがって 𝐴 は
せいていち

正定値
positive definite

ではない。つまり「𝜆𝑖 ≥ 0」では
せいていち

正定値
positive definite

には
ふそく

不足であり、すべての
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
せい

正であること、すなわち 𝜆𝑖 > 0 が
ひつよう

必要である。
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5.3 3. シルベスター
はんていほう

判定法

じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列  𝐴 について、
ひだりうえ

左上からの
しゅしょうぎょうれつしき

主小行列式 がすべて
せい

正であることは、𝐴 が
せいていち

正定値
positive definite

であることと
どうち

同値
equivalent

である。

det 𝐴1 > 0, det 𝐴2 > 0, …, det 𝐴𝑛 > 0

この
はんていほう

判定法は
けいさんじょう

計算上
ゆうよう

有用である。ただし、
ほんしつ

本質は
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
ふごう

符号による
はんてい

判定である。

5.4 4. シルベスターの
かんせいほうそく

慣性法則

じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列  𝐴 に
たい

対して、
かぎゃく

可逆
invertible

な
へんすうへんかん

変数変換 𝑥 = 𝑃𝑦 を
おこな

行 うと

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 𝑦𝑇 (𝑃𝑇 𝐴𝑃)𝑦

となる。このような
へんかん

変換を
ごうどうへんかん

合同変換という。
たいかくか

対角化
diagonalization

によって
にじけいしき

二次形式
quadratic form

を

𝑦2
1 + ⋯ + 𝑦2

𝑝 − 𝑦2
𝑝+1 − ⋯ − 𝑦2

𝑝+𝑞

のような
かたち

形 へ
せいり

整理しても、
せい

正の
へいほうこう

平方項の
こすう

個数 𝑝、
ふ

負の
へいほうこう

平方項の
こすう

個数 𝑞、0 の
こすう

個数は
へんか

変化しない。これをシル

ベスターの
かんせいほうそく

慣性法則という。この
ふへんりょう

不変量により、
にじけいしき

二次形式
quadratic form

の
ふごうこうぞう

符号構造は
ざひょうせんたく

座標選択に
いぞん

依存しない。

6 
ぐたいていれい

具体例

𝐴 = (2
1

1
2)

とする。
にじけいしき

二次形式
quadratic form

は

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 2𝑥2
1 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2

2

である。この
ぎょうれつ

行列
matrix

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 3, 1 であり、どちらも
せい

正である。したがって 𝐴 は
せいていち

正定値
positive definite

である。
ちょっこうたいかくか

直交対角化した
ざひょう

座標では

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 3𝑦2
1 + 𝑦2

2

となる。
こうさこう

交差項 2𝑥1𝑥2 は、
しゅじく

主軸に
そ

沿った
ざひょう

座標へ
へんかん

変換すると
しょうきょ

消去される。

7 ヘッセ
ぎょうれつ

行列
matrix

による
きょくちはんてい

極値判定

にじけいしき

二次形式
quadratic form

は、
たへんすうかんすう

多変数関数の
にかいびぶん

二階微分とも
かんけい

関係する。
てん

点 𝑎 が
ていりゅうてん

停留点、すなわち ∇𝑓(𝑎) = 0 を
み

満たすとき、ヘッ

セ
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐻𝑓(𝑎) が
せいていち

正定値
positive definite

なら 𝑎 は
きょうぎきょくしょさいしょうてん

狭義局所最小点である。
ふていち

負定値なら
きょうぎきょくしょさいだいてん

狭義局所最大点であり、
ふてい

不定なら
あんてん

鞍点

になる。
ていりゅうてん

停留点であることを
かてい

仮定しない
ばあい

場合、ヘッセ
ぎょうれつ

行列
matrix

の
せいていちせい

正定値性だけでは
きょくしょきょくち

局所極値を
けつろん

結論できない。

8 
はんていきじゅん

判定基準

•
にじけいしき

二次形式
quadratic form

では、
たいしょうぶぶん

対称部分だけが
きよ

寄与する。

•
じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列 の
せいていちせい

正定値性は、すべての
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
せい

正であることと
どうち

同値
equivalent

である。

•
ひふていち

非負定値は、すべての
こゆうち

固有値
eigenvalue

が 0 
いじょう

以上であることと
どうち

同値
equivalent

である。
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•
ふてい

不定は、
せい

正の
こゆうち

固有値
eigenvalue

と
ふ

負の
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
こんざい

混在する
じょうたい

状態である。

•
ていりゅうてん

停留点では、ヘッセ
ぎょうれつ

行列
matrix

の
せいていちせい

正定値性が
きょうぎきょくしょさいしょう

狭義局所最小 の
じゅうぶんじょうけん

十分条件 になる。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

こゆうち

固有値
eigenvalue

で
せいていちせい

正定値性を
はんてい

判定す る
ぎろん

議論は 、
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

ま た は エ ル ミ ー ト
ぎょうれつ

行列
matrix

を
きほんたいしょう

基本対象に す る 。
いっぱん

一般の

ひたいしょうぎょうれつ

非対称行列では、
にじけいしき

二次形式
quadratic form

に
きよ

寄与するのは
たいしょうぶぶん

対称部分である。
ふくそ

複素
complex

では 𝑥𝑇 𝐴𝑥 ではなく 𝑥*𝐴𝑥 を
つか

使う。エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

でない 𝐴 に
たい

対しては、𝑥*𝐴𝑥 が
いっぱん

一般に
ふくそすう

複素数
complex number

にな

り、
せい

正・
ふ

負という
はんてい

判定がそのままでは
いみ

意味を
も

持たない。

10 
さいしゅうけい

最終形

𝑞(𝑥) = 𝑥𝑇 𝐴𝑥

𝑥𝑇 𝐴𝑥 = 𝑦𝑇 𝐷𝑦 = ∑𝑖 𝜆𝑖𝑦2
𝑖

𝐴 > 0 ⟺ 𝜆𝑖 > 0 for all 𝑖

𝐴 > 0 ⟺ det 𝐴𝑘 > 0 (𝑘 = 1, …, 𝑛)

合同変換では慣性指数が保存される

11 
ひとこと

一言でいうと

•
にじけいしき

二次形式
quadratic form

は、
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

によって
ふごう

符号と
けいじょう

形状を
はんてい

判定できる
にじしき

二次式である。

12 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/

13 
かんれん

関連リンク

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

→ 講義 行列式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式-講義/
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→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/
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