
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
ないせき

内積
inner product

を
どうにゅう

導入すると、ただのベクトル
くうかん

空間に
なが

長さと
かくど

角度の
がいねん

概念が
くわ

加わり、
ちょっこう

直交
orthogonal

や
さいたん

最短といった
きかがくてき

幾何学的な
がいねん

概念を
あつか

扱 えるようになることである。

ベクトル
くうかん

空間だけでは、「
かほう

加法が
かのう

可能である」「
じっすう

実数
real number

ばい

倍が
かのう

可能である」という
だいすうてき

代数的な
こうぞう

構造
structure

しか
そんざい

存在しない。

しかし
ないせき

内積
inner product

があると、「この 2 つはどれだけ
おな

同じ
む

向きを
む

向いているか」「この
なが

長さはどれくらいか」を
すうち

数値

で
ひょうげん

表現できる。ここから
ちょっこうきてい

直交基底や
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

へ
せつぞく

接続する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ないせきくうかん

内積空間
Inner product space

 とは、ベクトル
くうかん

空間に
ないせき

内積
inner product

が
ていぎ

定義されたものである。
じつないせき

実内積
Real inner product

 とは、2 つのベクトル 𝑢, 𝑣 に
じっすう

実数
real number

 ⟨𝑢, 𝑣⟩ を
たいおう

対応させ、
そうせんけいせい

双線型性、
たいしょうせい

対称性、
せいていちせい

正定値性を
み

満たす
しゃぞう

写像
map

で

ある。
ふくそないせき

複素内積
Complex inner product

 とは、
ふくそ

複素
complex

ベクトル
くうかん

空間で
きょうやくたいしょうせい

共役対称性 と
はんせんけいせい

半線型性
semilinearity

を
ふく

含む
ないせき

内積
inner product

である。このノートでは
だい

第 1 
へんすう

変数

を
せんけい

線型、
だい

第 2 
へんすう

変数を
きょうやくせんけい

共役線型
conjugate-linear

とする。

エルミート
ないせき

内積
Hermitian inner product

 は、
ふくそないせき

複素内積
Complex inner product

とほぼ
おな

同じ
いみ

意味で
つか

使われる
ようご

用語である。
いご

以後の
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

、
ずいはん

随伴
adjoint

、ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

では、この
きやく

規約が
ぜんてい

前提になる。

ノルム
Norm

 とは、
ないせき

内積
inner product

から

‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩

で
ていぎ

定義される
なが

長さである。

3 
ほうしん

方針

まず
こうこう

高校の
ないせき

内積
inner product

 𝑢 · 𝑣 で、どの
せいしつ

性質が
なが

長さや
ちょっこう

直交
orthogonal

を
ささ

支えていたかを
ちゅうしゅつ

抽出 する。そのあと、
じっすう

実数
real number

の
ばあい

場合と

ふくそすう

複素数
complex number

の
ばあい

場合で
こうり

公理がどう
へんか

変化するかを
かくにん

確認する。

→ 講義 ベクトル空間と基底 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義/

→ 講義 ベクトルと内積 lecture math vector

https://study.bem130.com/lecture/math/vector/ベクトルと内積-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/
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4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

こうこう

高校で
まな

学ぶ
ないせき

内積
inner product

 𝑢 · 𝑣 は、「
なが

長さの
せき

積に、
む

向きの
るいじど

類似度を
か

掛けたもの」と
かいしゃく

解釈できる。
おな

同じ
む

向きなら
おお

大きく、

ちょっかく

直角なら 0、
ぎゃくむ

逆向きなら
ふ

負になる。この
せいしつ

性質だけを
ちゅうしょうか

抽象化したものが
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

である。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
ないせき

内積
inner product

の
こうり

公理

ないせき

内積
inner product

の
ていぎ

定義で
じゅうよう

重要なのは、「
へいめん

平面の
てんせき

点積で
せいりつ

成立していた、
なが

長さと
かくど

角度を
あつか

扱 うのに
ひつよう

必要な
せいしつ

性質だけを
ちゅうしゅつ

抽出

する」ことである。
せんけいせい

線型性
linearity

があると、
わ

和や
じっすう

実数
real number

ばい

倍に
たい

対する
けいさん

計算が
ようい

容易になる。
たいしょうせい

対称性があると、「𝑢 と 𝑣 の
かんけい

関係」を
む

向きを
こうかん

交換

しても
おな

同じ
りょう

量 として
そくてい

測定できる。
せいていちせい

正定値性があると、⟨𝑣, 𝑣⟩ を
なが

長さの 2 
じょう

乗 として
かいしゃく

解釈しても
むじゅん

矛盾しない。
じつ

実
real

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では、
にんい

任意のベクトル 𝑢, 𝑣, 𝑤 と
じっすう

実数
real number

 𝑎 に
たい

対して

⟨𝑢 + 𝑣,𝑤⟩ = ⟨𝑢,𝑤⟩ + ⟨𝑣, 𝑤⟩

⟨𝑎𝑢, 𝑣⟩ = 𝑎⟨𝑢, 𝑣⟩

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩

⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ 0, ⟨𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⇔ 𝑣 = 0

が
せいりつ

成立する。

5.2 2. 
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

ふくそ

複素
complex

ベクトル
くうかん

空間では、
たいしょうせい

対称性をそのまま
もち

用いない。
たんじゅん

単純な
たいしょうせい

対称性では ⟨𝑖𝑣, 𝑖𝑣⟩ の
せいていちせい

正定値性と
せいごう

整合しない

ため、
きょうやく

共役を
ふく

含む
ていぎ

定義を
さいよう

採用する。

このノートの
きやく

規約では、

⟨𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑤⟩ = 𝑎⟨𝑢,𝑤⟩ + 𝑏⟨𝑣, 𝑤⟩

⟨𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤⟩ = 𝑎⟨𝑢, 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑢, 𝑤⟩

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩

⟨𝑣, 𝑣⟩ ≥ 0, ⟨𝑣, 𝑣⟩ = 0 ⇔ 𝑣 = 0

が
せいりつ

成立する。
じつないせき

実内積は、この
ふくそ

複素
complex

ないせき

内積
inner product

から
きょうやく

共役が
ふよう

不要になった
ばあい

場合として
りかい

理解できる。

5.3 3. 
なが

長さと
ちょっこう

直交
orthogonal

ないせき

内積
inner product

があれば

‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩

で
なが

長さを
ていぎ

定義できる。ここで
せいていちせい

正定値性があるため、
こんごう

根号の
なか

中は 0 
いじょう

以上で、しかも 𝑣 ≠ 0 なら
せい

正になる。し

たがってこの
ていぎ

定義は
なが

長さとして
しぜん

自然である。
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また

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0

のとき、𝑢 と 𝑣 は
ちょっこう

直交
orthogonal

するという。これは
こうこう

高校で 𝑢 · 𝑣 = | 𝑢 | | 𝑣 | cos 𝜃 だったことを
そうき

想起すると
しぜん

自然であ

る。cos 𝜃 = 0 の
じょうきょう

状況 を
ちゅうしょうか

抽象化すると、「
ないせき

内積
inner product

が 0 なら
ちょっこう

直交
orthogonal

」という
ていぎ

定義になる。

5.4 4. 
こうこう

高校の
ないせき

内積
inner product

との
かんけい

関係

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) とすると

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2

は
こうこう

高校で
もち

用いる
ないせき

内積
inner product

そのものである。したがって
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

は、
こうこう

高校の
ずけいてき

図形的な
かんかく

感覚を
いっぱんか

一般化した
がいねん

概念とし

て
りかい

理解できる。

5.5 5. 
ないせき

内積
inner product

から
どうしゅつ

導出される
じゅうよう

重要な
ふとうしき

不等式

ないせき

内積
inner product

があると、コーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式

| ⟨𝑢, 𝑣⟩ | ≤ ‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖

が
せいりつ

成立する。これは
かくど

角度を
ていぎ

定義したり、
しゃえい

射影
projection

を
こうさつ

考察したりするときの
どだい

土台である。
しょうめい

証明の
はっそう

発想は、「
なが

長さの 2 
じょう

乗 は
ふ

負にならない」という
せいていちせい

正定値性を
もち

用いることである。まず
じつないせきくうかん

実内積空間では、

にんい

任意の
じっすう

実数
real number

 𝑡 に
たい

対して

‖ 𝑢 − 𝑡𝑣 ‖2 = ⟨𝑢 − 𝑡𝑣, 𝑢 − 𝑡𝑣⟩

は 0 
いじょう

以上である。これを
てんかい

展開すると

‖ 𝑢 − 𝑡𝑣 ‖2 = ⟨𝑢, 𝑢⟩ − 2𝑡⟨𝑢, 𝑣⟩ + 𝑡2⟨𝑣, 𝑣⟩

となる。これは 𝑡 の 2 
じしき

次式で、すべての 𝑡 で 0 
いじょう

以上であるため、
はんべつしき

判別式は 0 
いか

以下である。したがって

4⟨𝑢, 𝑣⟩2 − 4⟨𝑢, 𝑢⟩⟨𝑣, 𝑣⟩ ≤ 0

すなわち

⟨𝑢, 𝑣⟩2 ≤ ⟨𝑢, 𝑢⟩⟨𝑣, 𝑣⟩

である。ここで ⟨𝑢, 𝑢⟩ = ‖ 𝑢 ‖2、⟨𝑣, 𝑣⟩ = ‖ 𝑣 ‖2 を
もち

用いれば

| ⟨𝑢, 𝑣⟩ | ≤ ‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖

を
え

得る。
ふくそないせきくうかん

複素内積空間では、
はんべつしき

判別式による
じっすう

実数
real number

 𝑡 の
ぎろん

議論だけでは
ふじゅうぶん

不十分である。このノートの
きやく

規約では
だい

第 1 
へんすう

変数が

せんけい

線型なので、𝑣 ≠ 0 のとき

𝛼 =
⟨𝑢, 𝑣⟩
⟨𝑣, 𝑣⟩

と
お

置く。すると

⟨𝑢 − 𝛼𝑣, 𝑣⟩ = 0
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である。
ぶんぼ

分母の ⟨𝑣, 𝑣⟩ は、𝑣 ≠ 0 と
せいていちせい

正定値性により
せい

正の
じっすう

実数
real number

なので、0 
じょさん

除算は
お

起きない。また、このノート

では
だい

第 1 
へんすう

変数を
せんけい

線型にしているため、𝛼 は
うえ

上の
かたち

形 になる。
だい

第 2 
へんすう

変数を
せんけい

線型とする
りゅうぎ

流儀では
きょうやく

共役の
いち

位置が
か

変

わる。

この
えら

選び
かた

方により 𝑢 − 𝛼𝑣 は 𝑣 に
ちょっこう

直交
orthogonal

する。つまり、𝑢 を 𝑣 
ほうこう

方向の
せいぶん

成分
component

と、それに
ちょっこう

直交
orthogonal

する
せいぶん

成分
component

へ
わ

分けて

いる。
ちょっこうぶんかい

直交分解により

‖ 𝑢 ‖2 = | 𝛼 |2‖ 𝑣 ‖2 + ‖ 𝑢 − 𝛼𝑣 ‖2 ≥ | 𝛼 |2‖ 𝑣 ‖2

を
え

得る。したがって

‖ 𝑢 ‖2 ≥
| ⟨𝑢, 𝑣⟩ |2

‖ 𝑣 ‖2

となり、
おな

同じ
ふとうしき

不等式が
せいりつ

成立する。𝑣 = 0 の
ばあい

場合は
じめい

自明である。
じつないせきくうかん

実内積空間では、𝑢 ≠ 0, 𝑣 ≠ 0 なら

cos 𝜃 =
⟨𝑢, 𝑣⟩

‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖

と
ていぎ

定義しても、コーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式によって
うへん

右辺
right-hand side

はかならず −1 から 1 の
あいだ

間 に
はい

入る。したがっ

て
ぎゃくよげん

逆余弦を
もち

用いて
かくど

角度 𝜃 を
ていぎ

定義できる。つまりコーシー・シュワルツの
ふとうしき

不等式は、
がいけいじょう

外形上は
たん

単なる
ひょうかしき

評価式

であるが、
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

で
かくど

角度を
きじゅつ

記述するための
きそ

基礎そのものである。
ふくそないせきくうかん

複素内積空間では ⟨𝑢, 𝑣⟩ が
いっぱん

一般に
ふくそすう

複素数
complex number

であるため、⟨𝑢, 𝑣⟩/(‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖) をそのまま cos 𝜃 として
しよう

使用しな

い。
ふくそすう

複素数
complex number

そのものは
だいしょうかんけい

大小関係を
も

持たず、
ぎゃくよげん

逆余弦の
にゅうりょく

入力 として
あつか

扱 えないためである。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合は、まず

| ⟨𝑢, 𝑣⟩ | ≤ ‖ 𝑢 ‖ ‖ 𝑣 ‖

と
ちょっこうせい

直交性 ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 を
きほん

基本にする。
かくど

角度を
どうにゅう

導入する
ばあい

場合は、
じつぶ

実部を
もち

用いるか、
じつないせきくうかん

実内積空間として
あつか

扱 い
なお

直す

かを
めいじ

明示する
ひつよう

必要がある。

6 どこまで
な

成り
た

立つか

この
こうぎ

講義の
かくど

角度の
しき

式は
じつないせきくうかん

実内積空間を
きほん

基本にする。
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では、どちらの
へんすう

変数を
せんけい

線型とするかの
きやく

規約に

おう

応じて
しゃえい

射影
projection

や
ちょっこうてんかい

直交展開の
けいすう

係数
coefficient

に
きょうやく

共役が
あらわ

現 れる。
ていぎ

定義の
だんかい

段階で
じつ

実
real

と
ふくそ

複素
complex

を
くべつ

区別することが
じゅうよう

重要である。

7 
はんていきじゅん

判定基準

•
なが

長さ、
かくど

角度、
ちょっこう

直交
orthogonal

、
しゃえい

射影
projection

のような
がいねん

概念が
しゅつげん

出現したら、
ないせき

内積
inner product

を
どうにゅう

導入した
くうかん

空間として
かいしゃく

解釈する
ひつよう

必要がある。

•
せんけいだいすう

線型代数で「
きてい

基底
basis

を
せんたく

選択する」とき、ただ
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なだけでなく
ちょっこう

直交
orthogonal

まで
ようきゅう

要求するなら、
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

の
ぎろん

議論

である。

•
さいしょうにじょう

最小二乗やフーリエ
きゅうすう

級数の
いりぐち

入口においても、
はいけい

背景にあるのは
ないせき

内積
inner product

である。
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8 
さいしゅうけい

最終形

‖ 𝑣 ‖ = √⟨𝑣, 𝑣⟩

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 ⇒ 𝑢, 𝑣 は直交

複素内積では共役対称性を用いる

9 
ひとこと

一言でいうと

•
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

は、ベクトル
くうかん

空間に
なが

長さと
かくど

角度を
どうにゅう

導入するための
わくぐ

枠組みである。

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 内積・直交・射影 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/内積・直交・射影-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 ベクトル空間と基底 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義/

→ 講義 ノルムと三角不等式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ノルムと三角不等式-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

→ 講義 直交化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交化の基本-講義/

→ 講義 直交補空間と射影 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義/

md c8e4cb7 p. 5

/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E3%83%BB%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E3%83%BB%E5%B0%84%E5%BD%B1-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%A8%E5%9F%BA%E5%BA%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E3%83%8E%E3%83%AB%E3%83%A0%E3%81%A8%E4%B8%89%E8%A7%92%E4%B8%8D%E7%AD%89%E5%BC%8F-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E8%A4%87%E7%B4%A0%E5%86%85%E7%A9%8D%E3%81%A8%E3%83%A6%E3%83%8B%E3%82%BF%E3%83%AA%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E5%8C%96%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E8%A3%9C%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%A8%E5%B0%84%E5%BD%B1-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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