
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は
ぎょうれつ

行列
matrix

の
れつ

列
column

ベクトルを、
おな

同じ
れつくうかん

列空間
column space

を
は

張る
べつ

別の
せいせいけい

生成系
generating set

へ
かぎゃく

可逆
invertible

に
と

取り
か

替える
そうさ

操作
operation

であるということである。
ぎょうれつ

行列
matrix

をただの
すうひょう

数表として
み

見ると、
れつ

列
column

の
い

入れ
か

替えや
かさん

加算
addition

は
せいぶん

成分
component

を
うご

動かす
てじゅん

手順にしか
み

見えない。しかし

𝐴 =
(

 |
𝑎1
|

|
𝑎2
|

⋯
|
𝑎𝑛
| )

 = [𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛]

と
み

見れば、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は
れつ

列
column

ベクトル 𝑎1,…, 𝑎𝑛 の
くみ

組を
つく

作り
か

替える
そうさ

操作
operation

である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

 とは、
ぎょうれつ

行列
matrix

の
れつ

列
column

に
たい

対する
つぎ

次の 3 
しゅるい

種類の
そうさ

操作
operation

である。
そうさ

操作
operation

きごう

記号
いみ

意味
れつ

列
column

の
こうかん

交換
swap

𝐶𝑖 ↔ 𝐶𝑗

だい

第 𝑖 
れつ

列
column

と
だい

第 𝑗 
れつ

列
column

を
こうかん

交換
swap

する
れつ

列
column

の
ひぜろていすうばい

非零定数倍
nonzero scalar multiple

𝐶𝑖 ← 𝜆𝐶𝑖, 𝜆 ≠ 0
だい

第 𝑖 
れつ

列
column

を 0 でないスカラー
scalar

 𝜆 
ばい

倍
scalar multiple

する
たれつ

他列
another column

の
ばい

倍
scalar multiple

の
かさん

加算
addition

𝐶𝑖 ← 𝐶𝑖 + 𝜆𝐶𝑗

だい

第 𝑖 
れつ

列
column

に
だい

第 𝑗 
れつ

列
column

の 𝜆 
ばい

倍
scalar multiple

を
くわ

加える

𝜆 ≠ 0 が
ひつよう

必要なのは、𝜆 = 0 とすると
れつ

列
column

そのものが
き

消え、
ぎゃくそうさ

逆操作
inverse operation

で
ふくげん

復元できなくなるためである。

3 なぜこの 3 つを
きほん

基本と
よ

呼ぶか

ほんしつ

本質は、どの
そうさ

操作
operation

も
もと

元に
もど

戻せることである。

𝐶𝑖 ↔ 𝐶𝑗

は、もう 1 
ど

度
おな

同じ
こうかん

交換をすれば
もと

元に
もど

戻る。

𝐶𝑖 ← 𝜆𝐶𝑖 (𝜆 ≠ 0)

は、

𝐶𝑖 ←
1
𝜆
𝐶𝑖

で
もと

元に
もど

戻る。

𝐶𝑖 ← 𝐶𝑖 + 𝜆𝐶𝑗

は、

𝐶𝑖 ← 𝐶𝑖 − 𝜆𝐶𝑗

で
もと

元に
もど

戻る。したがって
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は、
じょうほう

情報を
こわ

壊す
そうさ

操作
operation

ではなく、
れつ

列
column

ベクトルの
あらわ

表 し
かた

方を
かぎゃく

可逆
invertible

に
へんこう

変更す

る
そうさ

操作
operation

である。
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4 
ほうしん

方針

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

では、
ぎょうれつ

行列
matrix

を「
れつ

列
column

ベクトルを
よこ

横に
なら

並べたもの」として
み

見る。
ぎょうれつせき

行列積
matrix product

の
いみ

意味から、
みぎ

右から
か

掛け

る
ぎょうれつ

行列
matrix

は、
もと

元の
れつ

列
columns

たちの
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

を
あたら

新 しい
れつ

列
column

として
つく

作る。

𝐴 = [𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛]

のとき、𝐴𝐹  の
だい

第 𝑘 
れつ

列
column

は、𝐹  の
だい

第 𝑘 
れつ

列
column

を
けいすう

係数
coefficient

として 𝑎1,…, 𝑎𝑛 を
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

したものである。したがって

列を変える操作は右から掛ける

となる。

→ 講義 行列の積の意味 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列の積の意味-講義/

5 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

れつ

列
column

ベクトル 𝑎1,…, 𝑎𝑛 が
は

張る
くうかん

空間
space

を
かんが

考 える。𝑎3 を 𝑎3 − 3𝑎1 に
か

替えても、
あたら

新 しい 𝑎3 − 3𝑎1 は
もと

元の
れつ

列
columns

たちの

せんけいけつごう

線型結合
linear combination

である。
ぎゃく

逆
inverse

に、
もと

元の 𝑎3 は

𝑎3 = (𝑎3 − 3𝑎1) + 3𝑎1

と
ふくげん

復元できる。つまり、
は

張っている
くうかん

空間
space

そのものは
か

変わらない。
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は、
ちず

地図でいえば
おな

同じ
ばしょ

場所を
べつ

別の
あんないひょうしき

案内標識で
しめ

示すようなものである。
れつ

列
column

の
み

見た
め

目は
か

変わるが、

そこから
とうたつ

到達できる
くうかん

空間
space

は
か

変わらない。

6 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

6.1 1. 
みぎ

右から
きほんぎょうれつ

基本行列
elementary matrix

を
か

掛ける

きほんぎょうれつ

基本行列
elementary matrix

 とは、
たんいぎょうれつ

単位行列
identity matrix

に 1 
かい

回の
きほんへんけい

基本変形
elementary operation

を
ほどこ

施 して
え

得られる
ぎょうれつ

行列
matrix

である。
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は、
みぎ

右から
きほんぎょうれつ

基本行列
elementary matrix

を
か

掛ける
そうさ

操作
operation

として
あらわ

表 せる。

たとえば

𝐶3 ← 𝐶3 − 3𝐶1

は、

𝐹 =
(

1
0
0

0
1
0

−3
0
1 )



を
みぎ

右から
か

掛けることに
たいおう

対応する。
じっさい

実際、

𝐴𝐹 = [𝐶1 𝐶2 𝐶3]
(

1
0
0

0
1
0

−3
0
1 )



= [𝐶1 𝐶2 𝐶3 − 3𝐶1]
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である。−3 が 𝐹  の 1 
ぎょう

行
row

 3 
れつ

列
column

に
あらわ

現 れるのは、𝐴𝐹  の
だい

第 3 
れつ

列
column

が、𝐹  の
だい

第 3 
れつ

列
column

を
けいすう

係数
coefficient

として
き

決まるためで

ある。

6.2 2. 
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

との
ちが

違い

そうさ

操作
operation

か

掛ける
がわ

側
side of multiplication

なに

何を
つく

作るか
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

での
いみ

意味
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

𝐴 ↦ 𝐸𝐴
ぎょう

行
row

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

ほうていしき

方程式
equation

を
どうち

同値
equivalent

な
ほうていしき

方程式
equation

へ
か

変える
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

𝐴 ↦ 𝐴𝐹
れつ

列
column

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

みちすう

未知数
unknown

の
けいすう

係数
coefficient

の
くみ

組を
か

変える
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

は、
ほうていしき

方程式
equation

そのものを
どうち

同値
equivalent

な
かたち

形
form

へ
か

変えるため、𝐴𝑥 = 𝑏 の
かいしゅうごう

解集合
solution set

をそのまま
たも

保ちやすい。

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は  𝐴 の
れつ

列
column

、 つ ま り
みちすう

未知数
unknown

が
か

掛か る
けいすう

係数
coefficient

の
ほうこう

方向
direction

を
か

変え る 。 し た が って
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

で

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

を
つか

使うなら、
みちすう

未知数
unknown

の
へんかん

変換
transformation

も
どうじ

同時に
ついせき

追跡
tracking

する
ひつよう

必要がある。
ぐたいてき

具体的には、𝐹  が
かぎゃく

可逆
invertible

なら

𝐴𝐹𝑦 = 𝑏

を
と

解いたあと、
もと

元の
みちすう

未知数
unknown

は

𝑥 = 𝐹𝑦

で
もど

戻す。これを
わす

忘れると、
べつ

別の
みちすう

未知数
unknown

で
と

解いた
こた

答えを
もと

元の
もんだい

問題の
こた

答えと
ごかい

誤解する。

7 
ぐたいれい

具体例

𝐴 =
(

1
4
7

2
5
8

3
6
9)

 = [𝐶1 𝐶2 𝐶3]

を
かんが

考 える。

7.1 
れつ

列
column

の
こうかん

交換
swap

𝐶1 ↔ 𝐶2

を
おこな

行 うと、

(

1
4
7

2
5
8

3
6
9)

 ⟼

(

2
5
8

1
4
7

3
6
9)



となる。

7.2 
れつ

列
column

の
ひぜろていすうばい

非零定数倍
nonzero scalar multiple

𝐶3 ← 1
3
𝐶3

を
おこな

行 うと、

(

1
4
7

2
5
8

3
6
9)

 ⟼

(

1
4
7

2
5
8

1
2
3)
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となる。
だい

第 3 
れつ

列
column

の
かくせいぶん

各成分
each component

が
どうじ

同時に 13  
ばい

倍
scalar multiple

される。

7.3 
たれつ

他列
another column

の
ばい

倍
scalar multiple

を
くわ

加える

𝐶3 ← 𝐶3 − 3𝐶1

を
おこな

行 うと、

𝐶3 − 3𝐶1 =
(

3
6
9)

− 3

(

1
4
7)

 =

(

 0

−6
−12)




である。したがって

(

1
4
7

2
5
8

3
6
9)

 ⟼

(

1
4
7

2
5
8

0
−6
−12)




となる。

7.4 
みちすうへんかん

未知数変換
change of variables

の
ぐたいれい

具体例

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

を
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

で
つか

使うときは、
みちすう

未知数
unknown

の
へんかん

変換
transformation

を
めいじ

明示する。たとえば 2 
れつ

列
columns

の
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 =

[𝐶1 𝐶2] に

𝐶2 ← 𝐶2 − 2𝐶1

を
おこな

行 うとする。この
そうさ

操作
operation

は

𝐹 = (10
−2
1 )

を
みぎ

右から
か

掛けることに
たいおう

対応し、

𝐴𝐹 = [𝐶1 𝐶2 − 2𝐶1]

である。したがって
へんけいご

変形後
after transformation

の
ほうていしき

方程式
equation

を

𝐴𝐹𝑦 = 𝑏

と
と

解いたなら、
もと

元の
ほうていしき

方程式
equation

 𝐴𝑥 = 𝑏 の
みちすう

未知数
unknown

は

𝑥 = 𝐹𝑦 = (𝑦1 − 2𝑦2
𝑦2

)

である。
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

で
え

得た 𝑦 をそのまま 𝑥 と
よ

読むのは
あやま

誤 りである。

8 
なに

何が
ほぞん

保存
preservation

されるか

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

では、
れつくうかん

列空間
column space

が
ほぞん

保存
preservation

される。なぜなら、
あたら

新 しい
れつ

列
column

は
もと

元の
れつ

列
column

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

であり、
ぎゃくそうさ

逆操作
inverse operation

により

もと

元の
れつ

列
column

も
あたら

新 しい
れつ

列
column

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

で
もど

戻せるからである。

span(𝐶1,…,𝐶𝑛) = span(𝐶(1)′ ,…,𝐶(𝑛)′)

したがって
かいすう

階数
rank

 も
ほぞん

保存
preservation

される。

rank(𝐴) = rank(𝐴𝐹)
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ただし、
みぎ

右から
かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

を
か

掛けるため、
かく

核
kernel

は
おな

同じ
しゅうごう

集合
set

としては
ほぞん

保存
preservation

されない。𝐴𝐹𝑦 = 0 は 𝐴(𝐹𝑦) = 0 を

いみ

意味するので、
もと

元の
かく

核
kernel

との
たいおう

対応には 𝑥 = 𝐹𝑦 という
へんすうへんかん

変数変換
change of variables

が
はい

入る。

9 
ぎょうれつしき

行列式
determinant

への
えいきょう

影響
effect

せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

では、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

による
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
へんか

変化は
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

と
どうけい

同型
isomorphic

である。
れつそうさ

列操作
column operation

det 𝐴 への
えいきょう

影響
effect

𝐶𝑖 ↔ 𝐶𝑗

ふごう

符号
sign

が
はんてん

反転する

𝐶𝑖 ← 𝜆𝐶𝑖 𝜆 
ばい

倍
factor

される

𝐶𝑖 ← 𝐶𝑖 + 𝜆𝐶𝑗

か

変わらない

これは
ぎょうれつしき

行列式
determinant

が
れつ

列
column

に
かん

関して
たじゅうせんけい

多重線型
multilinear

であり、2 
ほん

本の
れつ

列
columns

が
いっち

一致すると 0 になるためである。

→ 講義 行列式の計算規則 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式の計算規則-講義/

10 
そうさ

操作
operation

ごとに
ほぞん

保存
preservation

されるもの・
か

変わるもの

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

を 𝐴 ↦ 𝐴𝐹  と
か

書くと、𝐹  は
かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

である。
みぎ

右から
か

掛けるので、
もと

元の
れつ

列
column

ベクトルの
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

として
あたら

新 しい
れつ

列
column

が
つく

作られる。このため、
れつくうかん

列空間
column space

を
ちゅうしん

中心に
み

見ると
ほぞん

保存
preservation

されるものが
み

見えやすい。
そうさ

操作
operation

ほぞん

保存
preservation

されるもの
か

変わるもの
ちゅうい

注意

𝐶𝑖 ↔ 𝐶𝑗

れつくうかん

列空間
column space

、
かいすう

階数
rank

れつ

列
column

の
じゅんじょ

順序
order

、
ぎょうくうかん

行空間
row space

の
ひょうじ

表示
representation

、

かく

核
kernel

の
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

、det𝐴 の
ふごう

符号
sign

みちすう

未知数
unknown

の
じゅんじょ

順序
order

も
い

入れ
か

替わる

𝐶𝑖 ← 𝜆𝐶𝑖, 𝜆 ≠ 0
れつくうかん

列空間
column space

、
かいすう

階数
rank

だい

第 𝑖 
れつ

列
column

の
おお

大き さ 、
かく

核
kernel

の

ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

、det𝐴 の
ばいりつ

倍率
factor

𝜆 = 0 は
れつ

列
column

を
け

消すため
きんし

禁止で

ある

𝐶𝑖 ← 𝐶𝑖 + 𝜆𝐶𝑗

れつくうかん

列空間
column space

、
かいすう

階数
rank

、det𝐴
れつ

列
column

の
せいせいけい

生成系
generating set

、
ぎょうくうかん

行空間
row space

の
ひょうじ

表示
representation

、

かく

核
kernel

の
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
か

変わらない

れつくうかん

列空間
column space

が
ほぞん

保存
preservation

される
りゆう

理由は、
あたら

新 しい
れつ

列
column

が
もと

元の
れつ

列
column

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

であり、
ぎゃくそうさ

逆操作
inverse operation

により
もと

元の
れつ

列
column

も
あたら

新 しい
れつ

列
column

か

ら
ふくげん

復元できるためである。したがって

Col(𝐴𝐹) = Col(𝐴)

である。
かいすう

階数
rank

は
れつくうかん

列空間
column space

の
じげん

次元
dimension

なので
ほぞん

保存
preservation

される。
いっぽう

一方、
かく

核
kernel

は
おな

同じ
しゅうごう

集合
set

としては
いっぱん

一般に
ほぞん

保存
preservation

されない。

𝐴𝐹𝑦 = 0 ⟺ 𝐴(𝐹𝑦) = 0

であるから、𝑥 = 𝐹𝑦 と
お

置けば 𝑥 ∈ ker𝐴 である。つまり

ker(𝐴𝐹) = 𝐹−1(ker𝐴)

となる。
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

は
ほぞん

保存
preservation

されるが、
ざひょう

座標
coordinate

の
あらわ

表 し
かた

方は
か

変わる。
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

でこの
ちが

違いは
じゅうよう

重要である。𝐴𝑥 = 𝑏 の
けいすうぎょうれつ

係数行列
coefficient matrix

を 𝐴𝐹  に
か

変えたなら、
おな

同じ
みちすう

未知数
unknown

 𝑥 で
と

解い

ているのではない。
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𝐴𝐹𝑦 = 𝑏

を
と

解いたあと、
もと

元の
みちすう

未知数
unknown

は

𝑥 = 𝐹𝑦

で
もど

戻す。この
たいおう

対応を
ついせき

追跡
tracking

すれば、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

も
ほうていしき

方程式
equation

の
せいり

整理に
つか

使える。しかし
ついせき

追跡
tracking

しないなら、
かいしゅうごう

解集合
solution set

を

そのまま
たも

保つ
そうさ

操作
operation

ではない。
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

との
ひかく

比較は
つぎ

次のページで
かくにん

確認する。

→ 講義 行基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行基本変形の基本-講義/

かいすう

階数
rank

・
れつくうかん

列空間
column space

・
かく

核
kernel

の
かんけい

関係は
つぎ

次のページで
かくにん

確認する。

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

11 
みわ

見分け
かた

方

•
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

の
かいしゅうごう

解集合
solution set

をそのまま
たも

保ちたいなら、
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

を
つか

使う。

•
れつくうかん

列空間
column space

、
かいすう

階数
rank

、
れつ

列
column

の
せいせいけい

生成系
generating set

を
せいり

整理したいなら、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

が
しぜん

自然である。

•
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
けいさん

計算では、
ぎょう

行
row

と
れつ

列
column

のどちらに
きほんへんけい

基本変形
elementary operation

を
ほどこ

施 してもよい。ただし
ふごう

符号
sign

や
ばいりつ

倍率
factor

を
かなら

必 ず
きろく

記録する。

• 𝐴𝑥 = 𝑏 を
と

解く
とちゅう

途中で
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

を
つか

使うなら、
みちすう

未知数
unknown

の
へんかん

変換
transformation

 𝑥 = 𝐹𝑦 を
さいご

最後まで
ついせき

追跡
tracking

する。

12 どこまで
な

成り
た

立つか

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は、
にんい

任意
arbitrary

の 𝑚× 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

に
たい

対して
ていぎ

定義できる。
れつくうかん

列空間
column space

と
かいすう

階数
rank

は
ほぞん

保存
preservation

される。ただし
ぎょうれつしき

行列式
determinant

への

えいきょう

影響
effect

を
かた

語れるのは、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

が
ていぎ

定義される
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

の
ばあい

場合である。
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は
れつ

列
column

の
せいせいけい

生成系
generating set

を
と

取り
か

替える
そうさ

操作
operation

であり、
しゃぞう

写像
map

の
しゅういき

終域
codomain

にある
れつくうかん

列空間
column space

は
たも

保つ。
いっぽう

一方で、
にゅうりょくがわ

入力側
input side

の

ざひょう

座標
coordinate

は
か

変わるので、
ほうていしき

方程式
equation

の
みちすう

未知数
unknown

は
どういつし

同一視しない。

13 
さいしゅうけい

最終形

列基本変形は列の生成系を可逆に取り替える操作である

𝐴 ↦ 𝐴𝐹

span(𝐶1,…,𝐶𝑛) と rank(𝐴) は保存される

14 
ひとこと

一言でいうと

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

は、
れつ

列
column

ベクトルが
は

張る
くうかん

空間
space

を
か

変えずに、
れつ

列
column

の
あらわ

表 し
かた

方だけを
か

変える
そうさ

操作
operation

である。
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15 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 基本変形と連立一次方程式 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/基本変形と連立一次方程式-基本演習/

16 
かんれん

関連リンク

→ 講義 行基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行基本変形の基本-講義/

→ 講義 列ベクトルの独立性と階数への橋渡し lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/列ベクトルの独立性と階数への橋渡し-講義/

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

→ 講義 行列式の計算規則 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式の計算規則-講義/
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