
こゆうち

固有値
eigenvalue

と
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
こゆうち

固有値
eigenvalue

・
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

とは「
せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

の
なか

中で
む

向きが
か

変わらない
ほうこう

方向（
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

）と

その
しんしゅくりつ

伸縮率（
こゆうち

固有値
eigenvalue

）」であり、
へんかん

変換の
ほんしつてき

本質的な
こうぞう

構造
structure

をもっとも
たんじゅん

単純な
きてい

基底
basis

で
あらわ

表 すという
かんてん

観点である。

「
とくせいほうていしき

特性方程式を
と

解く
ぎじゅつ

技術」として
あつか

扱 うと、「なぜ det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 なのか」「
だいすうてきちょうふくど

代数的重複度と
きかてきちょうふくど

幾何的重複度の

ちが

違いとは
なに

何か」が
ふめいりょう

不明瞭になる。
へんかん

変換が「
む

向きを
か

変えない
ほうこう

方向」を
も

持つ
じょうけん

条件から
しゅっぱつ

出発すると、すべてが
しぜん

自然

に
みちび

導 かれる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
こゆうち

固有値
Eigenvalue

と
こゆう

固有ベクトル
Eigenvector

𝐴 を 𝑛 
じ

次
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

とするとき、𝑣 ≠ 0 かつ

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣

を
み

満たすスカラー 𝜆 を
こゆうち

固有値
Eigenvalue

、𝑣 を
たいおう

対応する
こゆう

固有ベクトル
Eigenvector

という。

2.2 
とくせいたこうしき

特性多項式
Characteristic polynomial

𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼)

を 𝐴 の
とくせいたこうしき

特性多項式
Characteristic polynomial

という。𝑛 
じ

次
たこうしき

多項式であり、
こゆうち

固有値
eigenvalue

は 𝑝(𝜆) = 0 の
かい

解である。

3 
ほうしん

方針

1. 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 を det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 へ
ほんやく

翻訳する
ろんり

論理を
かくにん

確認する

2.
だいすうてきちょうふくど

代数的重複度と
きかてきちょうふくど

幾何的重複度の
さ

差が
たいかくかかのうせい

対角化可能性を
き

決める

3. Cayley-Hamilton の
ていり

定理と
びぶんほうていしき

微分方程式への
せつぞく

接続を
かくにん

確認する

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

いっぱん

一般の
せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

は、ベクトルの
む

向きを
か

変える。たとえば
へいめん

平面を
なな

斜めに
お

押し
つぶ

潰したり、
かいてん

回転させたりすると、

ほとんどの
やじるし

矢印は
べつ

別の
ほうこう

方向を
む

向く。

その
なか

中で、
へんかんご

変換後も
おな

同じ
ちょくせんじょう

直線上 に
のこ

残る
ほうこう

方向があるなら、その
ほうこう

方向が
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

の
ほうこう

方向である。
へんかん

変換はそ

の
ほうこう

方向では、
かいてん

回転やせん
だん

断ではなく、ただの
しんしゅく

伸縮として
み

見える。その
しんしゅくりつ

伸縮率が
こゆうち

固有値
eigenvalue

である。
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つまり
こゆうち

固有値
eigenvalue

・
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は、
ふくざつ

複雑な
せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

を「
ほうこう

方向ごとの
ばいりつ

倍率」として
よ

読める
ばしょ

場所を
さが

探す
どうぐ

道具である。

この
みかた

見方が
たいかくか

対角化
diagonalization

へ
せつぞく

接続する。

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
ほうていしき

方程式への
ほんやく

翻訳

こゆう

固有ベクトル
eigenvector

の
ていぎ

定義は、
ひれい

非零ベクトル 𝑣 ≠ 0 を
ふく

含めて

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 (𝑣 ≠ 0)

である。これは

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0 (𝑣 ≠ 0)

と
どうち

同値
equivalent

である。ここまでは
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
ていぎ

定義を
いこう

移項しただけであり、まだ
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
とうじょう

登場していない。
つぎ

次に、
どうじほうていしき

同次方程式 (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 が
ひじめいかい

非自明解を
も

持つ
じょうけん

条件を
もち

用いる。𝐴 − 𝜆𝐼  が
かぎゃく

可逆
invertible

なら
かい

解は 𝑥 = 0 のみであ

るため、
ひじめいかい

非自明解が
そんざい

存在することは

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0

と
どうち

同値
equivalent

である。つまり、
ていぎ

定義と
とくせいほうていしき

特性方程式は
つぎ

次の 2 
だんかい

段階で
せつぞく

接続される。

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 (𝑣 ≠ 0) ⟺ (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0 (𝑣 ≠ 0)

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 が非自明解を持つ⟺ det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0

5.2 2. 
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

の
せいしつ

性質

𝑛 × 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 の
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

は 𝑛 
じ

次であり：

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (−1)𝑛𝜆𝑛 + (−1)𝑛−1(tr 𝐴)𝜆𝑛−1 + ⋯ + det 𝐴
じゅうよう

重要な
かんけい

関係：

tr 𝐴 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖, det 𝐴 = ∏

𝑛

𝑖=1
𝜆𝑖

（𝜆1, …, 𝜆𝑛 は
ちょうふく

重複を
こ

込みにした
こゆうち

固有値
eigenvalue

ぜんたい

全体）

こ こ で い う
こゆうち

固有値
eigenvalue

ぜんたい

全体と は 、
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

が
かんが

考 え て い る
たい

体の
うえ

上で
いちじしき

一次式に
ぶんかい

分解す る
ばあい

場合の
ね

根を 、

だいすうてきちょうふくど

代数的重複度を
こ

込めて
かぞ

数えたものである。
じつぎょうれつ

実行列でも
じっすう

実数
real number

の
はんい

範囲で
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
た

足りないことがあるため、

ひつよう

必要に
おう

応じて
ふくそすうたい

複素数体まで
かくちょう

拡張して
よ

読む。
おうよう

応用：det 𝐴 = 0 ⟺ 0 が
こゆうち

固有値
eigenvalue

（𝐴 が
とくいぎょうれつ

特異行列）。

5.3 3. 
ちょうふくど

重複度の
にしゅるい

二種類

だいすうてきちょうふくど

代数的重複度（AM）：
こゆうち

固有値
eigenvalue

 𝜆0 が
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

の
ね

根として
あらわ

現 れる
かいすう

回数。
きかてきちょうふくど

幾何的重複度（GM）：
こゆうくうかん

固有空間
eigenspace
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𝐸𝜆0
= ker(𝐴 − 𝜆0𝐼)

の
じげん

次元
dimension

である。𝐴 が 𝑛 × 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

なら、
かいすう

階数
rank

・
たいかじすう

退化次数
nullity

ていり

定理により

GM(𝜆0) = dim ker(𝐴 − 𝜆0𝐼) = 𝑛 − rank(𝐴 − 𝜆0𝐼)

である。
こゆうち

固有値
eigenvalue

 𝜆0 について、
つね

常に

1 ≤ GM(𝜆0) ≤ AM(𝜆0)

である。また、
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

が
たいしょう

対象の
たい

体の
うえ

上で
いちじしき

一次式に
ぶんかい

分解している
ばあい

場合、すべての
こゆうち

固有値
eigenvalue

について

きかてきちょうふくど

幾何的重複度と
だいすうてきちょうふくど

代数的重複度が
いっち

一致することは、
たいかくかかのうせい

対角化可能性と
どうち

同値
equivalent

である。

∀𝜆 ∈ Spec(𝐴), GM(𝜆) = AM(𝜆) ⟺ 𝐴 is diagonalizable
れい

例（
たいかくかふかのう

対角化不可能な
ばあい

場合）：𝐴 = (1
0

1
1) は 𝜆 = 1（AM = 2）だが GM = 1。

5.4 4. 
ぐたいれい

具体例

𝐴 = (3
0

1
2)

とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

：det(𝐴 − 𝜆𝐼) = (3 − 𝜆)(2 − 𝜆) = 0 より 𝜆 = 2, 3。

𝜆 = 3 に
たい

対して (𝐴 − 3𝐼)𝑣 = 0 → 𝑣 ∝ (1
0)

𝜆 = 2 に
たい

対して (𝐴 − 2𝐼)𝑣 = 0 → 𝑣 ∝ ( 1
−1)

5.5 5. Cayley-Hamilton の
ていり

定理

ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 は
じぶんじしん

自分自身の
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

を
み

満たす：
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

を 𝑞(𝑡) = det(𝑡𝐼 − 𝐴) と
お

置くと、

𝑞(𝐴) = 0

である。ここで 0 は
れいぎょうれつ

零行列
zero matrix

を
あらわ

表 す。
きごう

記号として 𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) を
もち

用いる
りゅうぎ

流儀では
さいこうじけいすう

最高次係数の
ふごう

符号が

か

変わるが、Cayley-Hamilton の
ないよう

内容は「
ぎょうれつ

行列
matrix

が
じぶんじしん

自分自身の
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

を
み

満たす」という
めいだい

命題である。
れい

例：𝐴 = (𝑎
𝑐

𝑏
𝑑) の

とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

は 𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)。Cayley-Hamilton より 𝐴2 − (𝑎 + 𝑑)𝐴 + (𝑎𝑑 −

𝑏𝑐)𝐼 = 0。
おうよう

応用：𝐴−1 を
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

で
ひょうげん

表現する（det 𝐴 ≠ 0 のとき）。

5.6 6. 
れんりつ

連立
びぶんほうていしき

微分方程式への
おうよう

応用

𝒙′ = 𝐴𝒙 の
かい

解は 𝒙(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝒙(0)。𝐴 が
たいかくかかのう

対角化可能で 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 なら：

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1, 𝑒𝐷𝑡 =
(

𝑒𝜆1𝑡

⋱
𝑒𝜆𝑛𝑡

)



こゆうち

固有値
eigenvalue

の
じつぶ

実部が
あんていせい

安定性を
き

決める（
ふ

負 → 
あんてい

安定、
せい

正 → 
ふあんてい

不安定）。

md b94a1c3 p. 3

/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義



6 
はんていきじゅん

判定基準

• 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 → 
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

 det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 を
と

解く

•
たいかくかかのう

対角化可能か → 
こゆうち

固有値
eigenvalue

がすべて
こと

異なる → 
か

可（
じゅうぶんじょうけん

十分条件 ）

• tr 𝐴 と det 𝐴 を
すばや

素早く → 
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
わ

和・
せき

積で
けんざん

検算

•
びぶんほうていしき

微分方程式 𝒙′ = 𝐴𝒙 の
あんていせい

安定性 → 
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
じつぶ

実部の
ふごう

符号

7 どこまで
な

成り
た

立つか

じっすう

実数
real number

ぎょうれつ

行列
matrix

においても
こゆうち

固有値
eigenvalue

は
ふくそすう

複素数
complex number

になりうる（
かいてん

回転
ぎょうれつ

行列
matrix

の 𝜆 = 𝑒±𝑖𝜃）。
たいかくか

対角化
diagonalization

の
もんだい

問題はスペクトル
ていり

定理

（
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

は
ちょっこうたいかくかかのう

直交対角化可能）やジョルダン
ひょうじゅんけい

標準形 （
いっぱん

一般の
ばあい

場合）へ
かくちょう

拡張される。スペクトル
ていり

定理は

たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

に
かぎ

限らず
せいきぎょうれつ

正規行列まで
かくちょう

拡張でき、
さようそ

作用素
りろん

理論では
びぶんさようそ

微分作用素の
こゆうかんすう

固有関数（𝑒𝜆𝑥）が
おな

同じ
はっそう

発想の
むげん

無限

じげん

次元
dimension

への
かくちょう

拡張である。

8 
さいしゅうけい

最終形

𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 (𝑣 ≠ 0) ⟺ (𝐴 − 𝜆𝐼)𝑣 = 0 (𝑣 ≠ 0)

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 が非自明解を持つ⟺ det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0

tr 𝐴 = ∑ 𝜆𝑖, det 𝐴 = ∏ 𝜆𝑖

𝑝(𝐴) = 0 （Cayley-Hamilton）

GM(𝜆) = dim ker(𝐴 − 𝜆𝐼), 1 ≤ GM(𝜆) ≤ AM(𝜆)

9 
ひとこと

一言でいうと

こゆうち

固有値
eigenvalue

は
へんかん

変換の「
む

向きを
か

変えない
ほうこう

方向での
ばいりつ

倍率」であり、
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

はその
じょうほう

情報を 𝑛 
じ

次
たこうしき

多項式に
あっしゅく

圧縮

する。Cayley-Hamilton の
ていり

定理は
ぎょうれつ

行列
matrix

が
じぶんじしん

自分自身の
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

を
み

満たすという
たいしょうせい

対称性を
しめ

示し、
たいかくか

対角化
diagonalization

は

こゆう

固有ベクトル
eigenvector

の「
む

向きが
か

変わらない
じく

軸」を
きてい

基底
basis

にした
へんかん

変換のもっとも
たんじゅん

単純な
きじゅつ

記述である。

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/
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11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 ベクトル空間と基底 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/ベクトル空間と基底-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 行列式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式-講義/

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/
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