
きていへんかん

基底変換
change of basis

と
そうじ

相似
similarity

1 
どうにゅう

導入

きてい

基底
basis

を
か

変えると、ベクトル
vector

そのものは
か

変わらないが、その
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

は
か

変わる。
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

についても
おな

同じで、

しゃぞう

写像
map

そのものは
か

変わらないが、
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

は
か

変わる。

この
くべつ

区別は
せんけいだいすう

線型代数
linear algebra

で
じゅうよう

重要である。
ぎょうれつ

行列
matrix

を
み

見たとき、それが「
たいしょう

対象
object

そのもの」なのか「
きてい

基底
basis

を
えら

選んだ
あと

後の

ひょうじ

表示
representation

」なのかを
わ

分けないと、
たいかくか

対角化
diagonalization

や
こゆうち

固有値
eigenvalue

の
いみ

意味が
ふめいりょう

不明瞭になる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

きていへんかん

基底変換
change of basis

 とは、
おな

同じベクトル
vector

や
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を、
べつ

別の
きてい

基底
basis

に
かん

関する
ざひょう

座標
coordinate

で
あらわ

表 し
なお

直すことである。
きゅうきてい

旧基底
old basis

と
しんきてい

新基底
new basis

の
あいだ

間 で

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new

を
み

満たす
かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

 𝑃  を、ここでは
しんきてい

新基底
new basis

の
ざひょう

座標
coordinate

を
きゅうきてい

旧基底
old basis

の
ざひょう

座標
coordinate

へ
なお

直す
きていへんかんぎょうれつ

基底変換行列
change-of-basis matrix

と
よ

呼ぶ。
そうじ

相似
similarity

 とは、2 つの
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

 𝐴,𝐵 が、ある
かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

 𝑃  によって

𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃

と
か

書ける
かんけい

関係
relation

である。
そうじ

相似
similar

な
ぎょうれつ

行列
matrix

は、
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
こと

異なる
きてい

基底
basis

で
ひょうじ

表示
representation

したものと
かいしゃく

解釈できる。

3 
ほうしん

方針

きていへんかん

基底変換
change of basis

では、
なに

何が
か

変わり、
なに

何が
か

変わらないかを
さいしょ

最初に
こてい

固定する。
たいしょう

対象
object

か

変わるもの
ほぞん

保存されるもの

ベクトル
vector

ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

ベクトル
vector

そのもの
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

しゃぞう

写像
map

そのもの
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

ぎょうれつ

行列
matrix

の
せいぶん

成分
component

こゆうち

固有値
eigenvalue

、
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

、
かぎゃくせい

可逆性
invertibility

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

へいめん

平面
plane

の
おな

同じ
てん

点
point

でも、
つうじょう

通常の
よこじく

横軸
horizontal axis

・
たてじく

縦軸
vertical axis

で
はか

測るか、
なな

斜めの
じく

軸
axis

で
はか

測るかによって
ざひょう

座標
coordinate

は
か

変わる。しかし、
てん

点
point

そのものが
うご

動いたわけではない。
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

も
どうよう

同様である。
おな

同じ
かいてん

回転
rotation

や
かくだい

拡大
expansion

であっても、
きじゅん

基準にする
きてい

基底
basis

を
か

変えると
ぎょうれつ

行列
matrix

の
かたち

形 は
か

変わる。

たいかくか

対角化
diagonalization

は、この
はっそう

発想を
きょくたん

極端に
つか

使う。
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

を
きてい

基底
basis

に
えら

選べるなら、
しゃぞう

写像
map

は
ほうこう

方向
direction

ごとの
ばいりつ

倍率
scale factor

だけを
なら

並べ

た
たいかくぎょうれつ

対角行列
diagonal matrix

で
ひょうじ

表示
representation

できる。
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5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. ベクトル
vector

の
ざひょう

座標
coordinate

を
か

変える

おな

同じ
くうかん

空間
space

 𝑉  に
きゅうきてい

旧基底
old basis

と
しんきてい

新基底
new basis

を
えら

選ぶ。𝑃  を

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new

で
さだ

定める。この
しき

式
formula

は、
しんきてい

新基底
new basis

での
けいすう

係数
coefficient

を
きゅうきてい

旧基底
old basis

での
けいすう

係数
coefficient

へ
ほんやく

翻訳する
しき

式
formula

である。

𝑃  が
かぎゃく

可逆
invertible

でなければならないのは、
ざひょう

座標
coordinate

を
いちい

一意
unique

に
もど

戻せなくなるからである。
きてい

基底
basis

から
きてい

基底
basis

への
へんかん

変換
transformation

では、

ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

の
じょうほう

情報
information

を
うしな

失 ってはならない。

5.2 2. 
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を
か

変える

せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : 𝑉 → 𝑉  の
きゅうきてい

旧基底
old basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を 𝐴old とする。つまり

[𝑇 (𝑥)]old = 𝐴old[𝑥]old

である。
しんきてい

新基底
new basis

の
ざひょう

座標
coordinate

から
しゅっぱつ

出発すると、

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new

であり、
しゃぞう

写像
map

を
てきよう

適用
application

した
あと

後に
しんきてい

新基底
new basis

へ
もど

戻すには 𝑃−1 を
か

掛ける。したがって
[𝑇 (𝑥)]new = 𝑃−1[𝑇 (𝑥)]old

= 𝑃−1𝐴old[𝑥]old

= 𝑃−1𝐴old𝑃 [𝑥]new

である。よって
しんきてい

新基底
new basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

は

𝐴new = 𝑃−1𝐴old𝑃

となる。

5.3 3. 
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

の
きてい

基底
basis

を
べつべつ

別々に
か

変える
ばあい

場合

𝑇 : 𝑉 → 𝑊  のように
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

が
こと

異なる
ばあい

場合、
にゅうりょくがわ

入力側
input side

の
きていへんかん

基底変換
change of basis

と
しゅつりょくがわ

出力側
output side

の
きていへんかん

基底変換
change of basis

は
べつべつ

別々に
ついせき

追跡

する。
にゅうりょくがわ

入力側
input side

で

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new
しゅつりょくがわ

出力側
output side

で

[𝑦]old = 𝑄[𝑦]new

とする。
きゅうきてい

旧基底
old basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を 𝐴old とすると、
しんきてい

新基底
new basis

での
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

は

𝐴new = 𝑄−1𝐴old𝑃

である。
ひだり

左 の 𝑄−1 は
しゅつりょく

出力
output

の
ざひょう

座標
coordinate

を
もど

戻すため、
みぎ

右の 𝑃  は
にゅうりょく

入力
input

を
きゅうざひょう

旧座標
old coordinate

へ
ほんやく

翻訳するために
あらわ

現 れる。
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6 
れいだい

例題：
ひひょうじゅんきてい

非標準基底
nonstandard basis

で
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を
もと

求める

6.1 
もんだい

問題：
ひひょうじゅんきてい

非標準基底
nonstandard basis

で
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を
もと

求める

ℝ2 の
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

𝑇 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥, 𝑦)

を
かんが

考 える。
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

では

𝐴std = (20
0
1)

である。
ひひょうじゅんきてい

非標準基底
nonstandard basis

𝐵 = (𝑏1, 𝑏2), 𝑏1 = (11), 𝑏2 = ( 1
−1)

に
かん

関する
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

を
もと

求める。

6.2 
かいせつ

解説

まず
きてい

基底ベクトル
basis vector

の
ぞう

像
image

を 𝐵 で
あらわ

表 す。

𝑇 (𝑏1) = (21) = 3
2
𝑏1 +

1
2
𝑏2

であり、

𝑇 (𝑏2) = ( 2
−1) = 1

2
𝑏1 +

3
2
𝑏2

である。したがって 𝐵 に
かん

関する
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

は

[𝑇 ]𝐵 = (
3
2
1
2

1
2
3
2
)

となる。
か

変わったのは
しゃぞう

写像
map

ではなく、
きてい

基底
basis

と
ひょうげんぎょうれつ

表現行列
representation matrix

である。

7 
そうじ

相似
similarity

で
ほぞん

保存されるもの

𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃  と
か

書けるとき、𝐴 と 𝐵 は
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

の
べつひょうじ

別表示
alternative representation

である。このため、
きてい

基底
basis

の
せんたく

選択によらない

せいしつ

性質
property

は
ほぞん

保存される。
りょう

量
quantity

ほぞん

保存される
りゆう

理由
こゆうち

固有値
eigenvalue

ほうこう

方向
direction

ごとの
ばいりつ

倍率
scale factor

は
ひょうじ

表示
representation

に
いぞん

依存
dependence

しない
とくせいたこうしき

特性多項式
characteristic polynomial

det(𝑡𝐼 − 𝑃−1𝐴𝑃) = det(𝑃−1(𝑡𝐼 − 𝐴)𝑃) = det(𝑡𝐼 − 𝐴)
ぎょうれつしき

行列式
determinant

det(𝑃−1𝐴𝑃) = det(𝑃−1) det(𝐴) det(𝑃 ) = det(𝐴)
かいすう

階数
rank

かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

を
さゆう

左右から
か

掛けても
じげん

次元
dimension

は
か

変わらない
かぎゃくせい

可逆性
invertibility

𝐴 が
もど

戻せるかどうかは
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

に
いぞん

依存
dependence

しない
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ただし、
ぎょうれつ

行列
matrix

の
せいぶん

成分
component

、
れつ

列
column

そのもの、
ひょうじゅんきてい

標準基底
standard basis

で
み

見た
ずけい

図形
figure

の
み

見え
かた

方は
か

変わる。
そうじ

相似
similarity

は「
おな

同じ
しゃぞう

写像
map

を
べつ

別の
ざひょう

座標
coordinate

で
み

見る」
そうさ

操作
operation

であって、「
せいぶん

成分
component

が
か

変わらない」
そうさ

操作
operation

ではない。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

そうじ

相似
similarity

は
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

、つまり
おな

同じ
くうかん

空間
space

から
おな

同じ
くうかん

空間
space

への
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

で
きてい

基底
basis

を
か

変える
ばあい

場合に
あらわ

現 れる。
ちょうほうぎょうれつ

長方行列
rectangular matrix

で

は、
ていぎいき

定義域
domain

と
しゅういき

終域
codomain

の
きてい

基底
basis

を
べつべつ

別々に
か

変えるため、𝑄−1𝐴𝑃  の
かたち

形 になる。

𝑃−1𝐴𝑃  を
つか

使うときは、𝑃  が
かぎゃく

可逆
invertible

であることを
かなら

必 ず
かくにん

確認する。𝑃  が
かぎゃく

可逆
invertible

でなければ
きてい

基底
basis

から
きてい

基底
basis

への

ざひょうへんかん

座標変換
coordinate transformation

ではなく、
じょうほう

情報
information

を
つぶ

潰す
しゃぞう

写像
map

になってしまう。

9 
さいしゅうけい

最終形

[𝑥]old = 𝑃[𝑥]new

𝐴new = 𝑃−1𝐴old𝑃

𝐴new = 𝑄−1𝐴old𝑃

相似な行列は同じ線型写像の別の座標表示である

10 
ひとこと

一言でいうと

•
きていへんかん

基底変換
change of basis

では、
たいしょう

対象
object

そのものではなく
ざひょうひょうじ

座標表示
coordinate representation

が
か

変わる。

•
そうじ

相似
similar

な
ぎょうれつ

行列
matrix

は、
おな

同じ
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
べつ

別の
きてい

基底
basis

で
あらわ

表 したものである。

•
たいかくか

対角化
diagonalization

は、
そうじへんかん

相似変換
similarity transformation

によって
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
み

見やすい
ひょうじ

表示
representation

へ
うつ

移す
ほうほう

方法
method

である。

11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 基底変換と相似 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/基底変換と相似-基本演習/

→ 基本演習 行列計算と線型変換 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/行列計算と線型変換-基本演習/

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/
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→ 講義 逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/逆行列の基本-講義/

→ 講義 対角化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対角化の基本-講義/
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