
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

が
そんざい

存在しない
ぎょうれつ

行列
matrix

に
たい

対しても、
さいしょうにじょうかい

最小二乗解と
さいしょう

最小ノルム
かい

解を
とういつてき

統一的に
あた

与える
どうぐ

道具であるということである。
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

で、しかも
じょうほう

情報を
うしな

失 わない
ばあい

場合にだけ
そんざい

存在する。しかし、
ちょうほうぎょうれつ

長方行列 や
かいすうお

階数落ちの
ぎょうれつ

行列
matrix

においても、
きんじかい

近似解や
だいひょうかい

代表解を
ひつよう

必要とする
じょうきょう

状況 は
おお

多い。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は、その
じょうきょう

状況 を
せんけいだいすう

線型代数の
ことば

言葉で

しょり

処理する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ムーア・ペンローズ
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
Moore-Penrose pseudoinverse

 とは、
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 の
とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition / SVD

から
ていぎ

定義される
ぎょうれつ

行列
matrix

である。
じつぎょうれつ

実行列では

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇

に
たい

対して

𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇

で
ていぎ

定義する。
ふくそぎょうれつ

複素行列では

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 *

に
たい

対して

𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈*

で
ていぎ

定義する。ここで Σ+ は、Σ の
ひぜろとくいち

非零特異値 𝜎𝑖 を 1/𝜎𝑖 に
ちかん

置換し、
てんち

転置した
かたち

形 の
ぎょうれつ

行列
matrix

である。

3 
ほうしん

方針

ほうしん

方針は、
とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition / SVD

により
ぎょうれつ

行列
matrix

の
さよう

作用を
ちょっこうへんかん

直交変換と
しんしゅく

伸縮へ
ぶんかい

分解し、
ひぜろ

非零の
しんしゅくほうこう

伸縮方向だけを
はんてん

反転するこ

とである。
ぜろとくいち

零特異値の
ほうこう

方向は
じょうほう

情報が
しょうしつ

消失するため、
ぎゃくへんかん

逆変換を
ていぎ

定義しない。

→ 講義 特異値分解の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/特異値分解の入口-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は、
かのう

可能な
はんい

範囲で
ぎゃくむ

逆向きの
そうさ

操作
operation

を
じっこう

実行する
ぎょうれつ

行列
matrix

である。

𝐴 がある
ほうこう

方向を 3 
ばい

倍するなら、𝐴+ はその
ほうこう

方向を 1/3 
ばい

倍する。𝐴 がある
ほうこう

方向を 0 に
つぶ

潰すなら、その
じょうほう

情報は

ふくげんふのう

復元不能であるため、𝐴+ はその
ほうこう

方向を
ふくげん

復元しない。

md bd018f8 p. 1

/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%89%B9%E7%95%B0%E5%80%A4%E5%88%86%E8%A7%A3%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
せいそくぎょうれつ

正則行列では
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

に
いっち

一致する

𝐴 が
せいそく

正則なら、すべての
とくいち

特異値
singular value

が
せい

正である。この
ばあい

場合、Σ+ は Σ−1 に
いっち

一致し、

𝐴+ = 𝐴−1

である。
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

の
かくちょう

拡張である。

5.2 2. 
さいしょうにじょうかい

最小二乗解

れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

𝐴𝑥 = 𝑏

が
かい

解を
も

持たない
ばあい

場合、𝐴+𝑏 は

‖ 𝐴𝑥 − 𝑏 ‖

を
さいしょうか

最小化する
かい

解のうち、ノルムが
さいしょう

最小のものを
あた

与える。

𝑥 = 𝐴+𝑏

5.3 3. 
かいすうじょうけん

階数条件による
こうしき

公式

𝐴 の
れつ

列
column

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら、

𝐴+ = (𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇

である。これは
せいきほうていしき

正規方程式から
え

得られる
さいしょうにじょうこうしき

最小二乗公式である。

𝐴 の
ぎょう

行
row

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら、

𝐴+ = 𝐴𝑇 (𝐴𝐴𝑇 )−1

である。この
ばあい

場合は、
かい

解が
ふくすう

複数
そんざい

存在するときに
さいしょう

最小ノルム
かい

解を
せんたく

選択する。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合は、これらの
しき

式の 𝐴𝑇  を 𝐴* に
ちかん

置換する。
れつ

列
column

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら

𝐴+ = (𝐴*𝐴)−1𝐴*

であり、
ぎょう

行
row

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら

𝐴+ = 𝐴*(𝐴𝐴*)−1

である。

5.4 4. ペンローズの 4 
じょうけん

条件

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は SVD による
こうせい

構成だけでなく、
つぎ

次の 4 
じょうけん

条件によって
いちい

一意に
とくちょう

特徴づけられる。

𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴

𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+

(𝐴𝐴+)* = 𝐴𝐴+

(𝐴+𝐴)* = 𝐴+𝐴
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これらをペンローズの
じょうけん

条件という。
ぜんはん

前半 2 
しき

式は「
かのう

可能な
はんい

範囲で
ぎゃくそうさ

逆操作として
きのう

機能する」ことを
あらわ

表 し、
こうはん

後半 

2 
しき

式は
え

得られる
しゃえい

射影
projection

が
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

であることを
ほしょう

保証する。

5.5 5. 
しゃえい

射影
projection

としての 𝐴𝐴+ と 𝐴+𝐴

𝐴 のコンパクト SVD を

𝐴 = 𝑈𝑟Σ𝑟𝑉 *
𝑟

とすると、

𝐴𝐴+ = 𝑈𝑟𝑈*
𝑟

であり、これは Col(𝐴) への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

である。また

𝐴+𝐴 = 𝑉𝑟𝑉 *
𝑟

であり、これは
ぎょうくうかん

行空間
row space

への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

である。
じつぎょうれつ

実行列では * を 𝑇  に
ちかん

置換する。

6 
ぐたいていれい

具体例

𝐴 = (2
0

0
0)

とする。この
ぎょうれつ

行列
matrix

は
だいにせいぶん

第二成分を
しょうきょ

消去するため、
せいそく

正則ではない。
とくいち

特異値
singular value

は 2, 0 である。したがって

𝐴+ = (1/2
0

0
0)

である。
うしな

失 われた
だいにせいぶん

第二成分は
ふくげん

復元されない。

この
れい

例では

𝐴𝐴+ = (1
0

0
0), 𝐴+𝐴 = (1

0
0
0)

である。どちらも
だいいちせいぶん

第一成分の
じく

軸への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

であり、
しょうきょ

消去された
だいにせいぶん

第二成分を
ふくげん

復元しない。

7 
しゃえい

射影
projection

としての
みかた

見方と
すうちけいさんじょう

数値計算上の
ちゅうい

注意

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は、
しゃえい

射影
projection

とも
みっせつ

密接に
かんけい

関係する。𝐴𝐴+ は
れつくうかん

列空間
column space

への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

、𝐴+𝐴 は
ぎょうくうかん

行空間
row space

への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

とし

て
かいしゃく

解釈できる。
すうちけいさん

数値計算では、
きょくたん

極端に
ちい

小さい
とくいち

特異値
singular value

をそのまま
ぎゃくすう

逆数にすると
ごさ

誤差が
ぞうふく

増幅される。そのため、
ちい

小さい
とくいち

特異値
singular value

を
じょがい

除外する
せつだん

切断 SVD

𝐴+
𝑘 = ∑

𝑘

𝑖=1
𝜎−1

𝑖 𝑣𝑖𝑢*
𝑖

や、𝜎−1
𝑖  の

か

代わりに 𝜎𝑖/(𝜎2
𝑖 + 𝜆) を

もち

用いる
せいそくか

正則化が
りよう

利用される。

8 
はんていきじゅん

判定基準

•
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は
とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition / SVD

から
ていぎ

定義される。
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•
ひぜろとくいち

非零特異値だけを
ぎゃくすう

逆数にする。

•
せいそくぎょうれつ

正則行列では
つうじょう

通常の
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

と
いっち

一致する。

• ペンローズの 4 
じょうけん

条件により
いちい

一意に
さだ

定まる。

•
かい

解が
そんざい

存在しない
ばあい

場合は
さいしょうにじょうかい

最小二乗解を
あた

与える。

•
かい

解が
ふくすう

複数
そんざい

存在する
ばあい

場合は
さいしょう

最小ノルム
かい

解を
せんたく

選択する。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は
にんい

任意の
じつぎょうれつ

実行列・
ふくそぎょうれつ

複素行列に
ていぎ

定義できる。ただし
とくいち

特異値
singular value

が
きょくたん

極端に
ちい

小さい
ばあい

場合、
ぎゃくすう

逆数が
おお

大きくな

り、
すうちてきふあんていせい

数値的不安定性が
しょう

生 じる。この
ばあい

場合は
せつだんとくいちぶんかい

切断特異値分解や
せいそくか

正則化を
けんとう

検討する。

10 
さいしゅうけい

最終形

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇 , 𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 *, 𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈* (complex case)

𝑥 = 𝐴+𝑏

𝐴+ = (𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇 if columns are independent

𝐴𝐴+ = projCol(𝐴), 𝐴+𝐴 = projRow(𝐴)

11 
ひとこと

一言でいうと

•
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

は、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

を
も

持たない
ぎょうれつ

行列
matrix

に
たい

対して、
しゃえい

射影
projection

と
さいしょうか

最小化に
もと

基づく
だいひょうてき

代表的な
ぎゃくそうさ

逆操作を
あた

与える。

12 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 固有値・対角化・発展 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/固有値・対角化・発展-基本演習/

13 
かんれん

関連リンク

→ 講義 特異値分解の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/特異値分解の入口-講義/

→ 講義 最小二乗法の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/最小二乗法の基本-講義/

→ 講義 逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/逆行列の基本-講義/
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