
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

は「
かい

解が
そんざい

存在しない
ほうていしき

方程式を
むり

無理に
と

解く」
ほうほう

方法ではなく、
うへん

右辺
right-hand side

を
れつくうかん

列空間
column space

へ
しゃえい

射影
projection

する
ほうほう

方法だということである。

𝐴𝑥 = 𝑏 が
かい

解を
も

持つのは、𝑏 が 𝐴 の
れつくうかん

列空間
column space

に
ぞく

属する
ばあい

場合である。
そくていち

測定値を
ふく

含む
もんだい

問題では、𝑏 が
れつくうかん

列空間
column space

から
すこ

少

し
はず

外れることが
おお

多い。そのときは、𝐴𝑥 を 𝑏 に
もっと

最 も
ちか

近い
れつくうかん

列空間
column space

の
てん

点に
せってい

設定する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

さいしょうにじょうほう

最小二乗法
Least squares

 とは、
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 とベクトル 𝑏 に
たい

対して

‖ 𝐴𝑥 − 𝑏 ‖2

を
さいしょうか

最小化する 𝑥 を
もと

求める
ほうほう

方法である。
ざんさ

残差
Residual

 とは、

𝑟 = 𝑏 − 𝐴𝑥

で
ていぎ

定義される
ごさ

誤差ベクトルである。
せいきほうていしき

正規方程式
Normal equations

 とは、
じっすう

実数
real number

ぎょうれつ

行列
matrix

で

𝐴𝑇 𝐴𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏

と
あらわ

表 される
ほうていしき

方程式である。

3 
ほうしん

方針

𝐴𝑥 は 𝐴 の
れつくうかん

列空間
column space

に
ぞく

属する。したがって ‖ 𝐴𝑥 − 𝑏 ‖ を
さいしょうか

最小化するには、𝑏 を
れつくうかん

列空間
column space

へ
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

すればよい。

さいりょうきんじ

最良近似 𝐴𝑥 と
ごさ

誤差 𝑏 − 𝐴𝑥 は
ちょっこう

直交
orthogonal

するため、そこから
せいきほうていしき

正規方程式が
みちび

導 かれる。

→ 講義 直交補空間と射影 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

れつくうかん

列空間
column space

を 1 つの
へいめん

平面とみなす。𝑏 がその
へいめん

平面の
そと

外にあるなら、𝐴𝑥 = 𝑏 は
せいりつ

成立しない。しかし
へいめん

平面の
なか

中で 𝑏 

に
もっと

最 も
ちか

近い
てん

点は
そんざい

存在する。その
てん

点が 𝐴𝑥 であり、
すいちょくせいぶん

垂直成分として
ぶんり

分離される
ごさ

誤差が
ざんさ

残差である。

この
すいちょく

垂直という
じょうけん

条件が
けいさん

計算へ
へんかん

変換されると、𝐴𝑇 (𝑏 − 𝐴𝑥) = 0 となる。
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なぜ
れつくうかん

列空間
column space

へ
しゃえい

射影
projection

するのかは、𝐴𝑥 の
かたち

形 から
けってい

決定される。𝑥 をどのように
せんたく

選択しても、
こうほ

候補となる
さへん

左辺
left-hand side

 𝐴𝑥 

は 𝐴 の
れつ

列
column

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

である。したがって
とうたつかのう

到達可能な
うへん

右辺
right-hand side

の
しゅうごう

集合
set

は Col(𝐴) に
げんてい

限定される。𝑏 がそこに
ぞく

属

しない
ばあい

場合、
もんだい

問題は「𝑏 に
もっと

最 も
ちか

近い Col(𝐴) の
てん

点を
せんたく

選択する」ことへ
へんかん

変換される。
さいきんてん

最近点 ̂𝑏 では、
ざんさ

残差 𝑟 = 𝑏 − 𝑏̂ が
れつくうかん

列空間
column space

のどの
ほうこう

方向にも
せいぶん

成分
component

を
も

持たない。もし
れつくうかん

列空間
column space

の
ほうこう

方向に
ざんさ

残差の
せいぶん

成分
component

が

ざんそん

残存していれば、その
ほうこう

方向へ ̂𝑏 を
びしょう

微小に
いどう

移動して
きょり

距離を
たんしゅく

短縮できるためである。したがって

𝑏 = 𝑏̂ + 𝑟, 𝑏̂ ∈ Col(𝐴), 𝑟 ∈ Col(𝐴)⟂

という
ちょっこうぶんかい

直交分解が
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

の
きかがくてきないよう

幾何学的内容である。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
れつくうかん

列空間
column space

への
しゃえい

射影
projection

𝐴 の
れつくうかん

列空間
column space

を Col(𝐴) とする。𝐴𝑥 は
つね

常に Col(𝐴) に
ぞく

属する。
さいしょうにじょうかい

最小二乗解では、𝐴𝑥 が 𝑏 の Col(𝐴) への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

になる。

したがって
ざんさ

残差

𝑟 = 𝑏 − 𝐴𝑥

は
れつくうかん

列空間
column space

に
ちょっこう

直交
orthogonal

する。

5.2 2. 
ちょっこうじょうけん

直交条件 から
せいきほうていしき

正規方程式へ

𝐴 の
れつ

列
column

を 𝑎1, …, 𝑎𝑛 とする。𝑟 が
れつくうかん

列空間
column space

に
ちょっこう

直交
orthogonal

するとは、

⟨𝑟, 𝑎𝑗⟩ = 0 (𝑗 = 1, …, 𝑛)

である。これは
ぎょうれつ

行列
matrix

で

𝐴𝑇 𝑟 = 0

と
ひょうげん

表現できる。𝑟 = 𝑏 − 𝐴𝑥 を
だいにゅう

代入すると、

𝐴𝑇 (𝑏 − 𝐴𝑥) = 0

すなわち

𝐴𝑇 𝐴𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏

を
え

得る。これが
せいきほうていしき

正規方程式である。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合は、
れつ

列
column

との
ちょっこうじょうけん

直交条件 は
おな

同じく ⟨𝑟, 𝑎𝑗⟩ = 0 であるが、
ぎょうれつ

行列
matrix

では 𝐴*𝑟 = 0 と
か

書く。したがって

𝐴*(𝑏 − 𝐴𝑥) = 0

すなわち

𝐴*𝐴𝑥 = 𝐴*𝑏

を
え

得る。ここで 𝐴* は
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

であり、
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

に
たい

対する
ずいはん

随伴
adjoint

として
あらわ

現 れる。

5.3 3. 
いちいせい

一意性

𝐴 の
れつ

列
column

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら、𝐴𝑇 𝐴 は
かぎゃく

可逆
invertible

である。この
ばあい

場合、
さいしょうにじょうかい

最小二乗解は
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𝑥 = (𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇 𝑏

で
いちい

一意に
けってい

決定される。
れつ

列
column

が
いちじじゅうぞく

一次従属
linear dependence

なら、
さいしょうか

最小化する 𝑥 は
ふくすう

複数
そんざい

存在しうる。その
ばあい

場合、
さいしょう

最小ノルム
かい

解を
せんたく

選択

する
どうぐ

道具が
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

である。

5.4 4. 
しゃえいぎょうれつ

射影行列

𝐴 が
れつまんかいすう

列満階数なら、
れつくうかん

列空間
column space

への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

は

𝑃 = 𝐴(𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇

で
ひょうげん

表現される。このとき

𝑏̂ = 𝑃𝑏, 𝑟 = 𝑏 − 𝑏̂ = (𝐼 − 𝑃)𝑏

であり、𝑏̂ が 𝑏 の
れつくうかん

列空間
column space

への
しゃえい

射影
projection

、𝑟 が
ちょっこうざんさ

直交残差である。さらに

𝑃 2 = 𝑃, 𝑃𝑇 = 𝑃

が
せいりつ

成立するため、𝑃  は「
いちど

一度
しゃえい

射影
projection

すれば
さいど

再度
しゃえい

射影
projection

しても
へんか

変化しない」
たいしょう

対称な
しゃえいぎょうれつ

射影行列である。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合

は 𝐴𝑇  を 𝐴* に
ちかん

置換し、

𝑃 = 𝐴(𝐴*𝐴)−1𝐴*

を
もち

用いる。

6 
ぐたいれい

具体例

𝐴 =
(

1

1
1)

, 𝑏 =

(

1

2
4)



とする。𝐴𝑥 は
ぜんせいぶん

全成分が 𝑥 のベクトルであり、𝑏 を
ていすう

定数で
きんじ

近似する
もんだい

問題である。
せいきほうていしき

正規方程式は

𝐴𝑇 𝐴𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏

すなわち

3𝑥 = 7

である。したがって 𝑥 = 7
3  となる。これは 1, 2, 4 の

へいきん

平均であり、
ていすう

定数で
さいりょう

最良に
きんじ

近似する
あたい

値 になる。

7 
べつ

別の
かんてん

観点

きかてき

幾何的には、
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

は
てん

点を
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

へ
しゃえい

射影
projection

する
ほうほう

方法である。
とうけいてき

統計的には、
かんそくち

観測値と
よそくち

予測値の
さ

差の 2 
じょうわ

乗和

を
さいしょうか

最小化する
ほうほう

方法である。

8 
すうちけいさんじょう

数値計算上の
ちゅうい

注意

りろんじょう

理論上は
せいきほうていしき

正規方程式や
しゃえいぎょうれつ

射影行列で
さいしょうにじょうかい

最小二乗解を
きじゅつ

記述できる。
いっぽう

一方で
すうちけいさん

数値計算では、𝐴𝑇 𝐴 を
ちょくせつ

直接
こうせい

構成すると

じょうけんすう

条件数が
あっか

悪化する
ばあい

場合がある。そのため、
じっそう

実装では QR 
ぶんかい

分解や
とくいちぶんかい

特異値分解
singular value decomposition / SVD

を
もち

用いることが
ひょうじゅんてき

標準的 であ

る。
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9 
はんていきじゅん

判定基準

• 𝐴𝑥 = 𝑏 が
かじょう

過剰な
じょうけん

条件を
も

持ち、
げんみつかい

厳密解が
そんざい

存在しない
ばあい

場合は
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

を
けんとう

検討する。

•
れつくうかん

列空間
column space

への
さいきんてん

最近点を
もと

求める
もんだい

問題では、
ざんさ

残差の
ちょっこうじょうけん

直交条件 を
りっしき

立式する。

•
れつ

列
column

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なら 𝐴𝑇 𝐴 の
かぎゃくせい

可逆性を
りよう

利用する。

10 どこまで
な

成り
た

立つか

じっすう

実数
real number

の
ひょうじゅんないせき

標準内積 では 𝐴𝑇  を
もち

用いる。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合は
きょうやくてんち

共役転置 𝐴* を
もち

用い、
せいきほうていしき

正規方程式は 𝐴*𝐴𝑥 = 𝐴*𝑏 となる。

れつ

列
column

が
いちじじゅうぞく

一次従属
linear dependence

の
ばあい

場合、
しゃえい

射影
projection

 ̂𝑏 は
いちい

一意であるが、
けいすう

係数
coefficient

 𝑥 は
いちい

一意とは
かぎ

限らない。

11 
さいしゅうけい

最終形

min𝑥‖ 𝐴𝑥 − 𝑏 ‖2

𝐴𝑇 (𝑏 − 𝐴𝑥) = 0

𝐴𝑇 𝐴𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏

𝑃 = 𝐴(𝐴𝑇 𝐴)−1𝐴𝑇 (full column rank)

𝐴*𝐴𝑥 = 𝐴*𝑏 (complex case)

12 
ひとこと

一言でいうと

•
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

は、𝑏 を
れつくうかん

列空間
column space

へ
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

し、
ざんさ

残差を
れつくうかん

列空間
column space

に
ちょっこう

直交
orthogonal

させる
ほうほう

方法である。

13 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 内積・直交・射影 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/内積・直交・射影-基本演習/

→ 基本演習 複素内積とユニタリ行列 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-基本演習/

14 
かんれん

関連リンク

→ 講義 直交補空間と射影 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/
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→ 講義 擬似逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義/
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