
ちょっこうか

直交化
orthogonalization

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
ちょっこうか

直交化
orthogonalization

とは、もとの
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

を
か

変えずに、
きてい

基底
basis

を
けいさん

計算しやすい
ちょっこうきてい

直交基底へ
く

組み
か

替えることだということである。
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な
きてい

基底
basis

があっても、そのままでは
なが

長さや
しゃえい

射影
projection

を
けいさん

計算しにくい
ばあい

場合がある。
たが

互いに
ちょっこう

直交
orthogonal

する
きてい

基底
basis

へ

へんこう

変更できれば、
けいすう

係数
coefficient

や
なが

長さの
けいさん

計算が
めいかく

明確になる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ちょっこうきてい

直交基底
Orthogonal basis

 とは、
きてい

基底
basis

の
かく

各ベクトルどうしが
ちょっこう

直交
orthogonal

している
きてい

基底
basis

である。
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
Orthonormal basis

 とは、
たが

互いに
ちょっこう

直交
orthogonal

し、さらに
なが

長さが 1 の
きてい

基底
basis

である。

グラム・シュミット
ほう

法
Gram-Schmidt process

 とは、
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

なベクトル
れつ

列
column

から、
おな

同じ
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

を
は

張る
ちょっこうきてい

直交基底を
こうせい

構成する
てじゅん

手順で

ある。

3 
ほうしん

方針

もとの
きてい

基底
basis

 𝑣1, 𝑣2,… から
かいし

開始し、
ぜんだんかい

前段階で
こうせい

構成した
ほうこう

方向への
せいぶん

成分
component

を
じゅん

順 に
じょきょ

除去する。こうすると、「これま

でに
こうせい

構成した
くうかん

空間に
かさ

重なる
ぶぶん

部分」が
き

消え、
あたら

新 しい
ほうこう

方向だけが
のこ

残る。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

𝑣2 が 𝑣1 と
どうほうこう

同方向の
せいぶん

成分
component

を
きょうゆう

共有しているなら、その「
かさ

重なっている
ぶぶん

部分」を
じょきょ

除去すれば、𝑣1 と
ちょっこう

直交
orthogonal

する
あたら

新

しいベクトルが
え

得られる。これを
じゅん

順 に
はんぷく

反復するのがグラム・シュミット
ほう

法である。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 0. 
しゃえい

射影
projection

を
じょきょ

除去するという
はっそう

発想

𝑢 ≠ 0 に
たい

対して、𝑣 の 𝑢 
ほうこう

方向への
しゃえい

射影
projection

は

proj𝑢(𝑣) =
⟨𝑣, 𝑢⟩
⟨𝑢, 𝑢⟩

𝑢

である。この
しき

式は、𝑣 のうち 𝑢 と
おな

同じ
ほうこう

方向をもつ
せいぶん

成分
component

を
ちゅうしゅつ

抽出 する。
ちょっこうか

直交化
orthogonalization

では、
あたら

新 しいベクトルから
きそん

既存

の
ちょっこうほうこう

直交方向への
しゃえい

射影
projection

を
じゅん

順 に
じょきょ

除去する。
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では、
しゃえいけいすう

射影係数に
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

の
きやく

規約が
はんえい

反映される。この
けいれつ

系列では
だい

第 1 
へんすう

変数を
せんけい

線型とするため、

けいすう

係数
coefficient

は ⟨𝑣, 𝑢⟩/⟨𝑢, 𝑢⟩ である。
だい

第 2 
へんすう

変数を
せんけい

線型にする
りゅうぎ

流儀では、
きょうやく

共役の
いち

位置が
か

変わる。
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→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

5.2 1. 2 
ほん

本の
ばあい

場合

ここで
しゃえい

射影
projection

や
ないせき

内積
inner product

の
いみ

意味がまだ
あいまい

曖昧なら、
さき

先にこちらを
かくにん

確認すると
りかい

理解が
あんてい

安定する。

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な 𝑣1, 𝑣2 から
かいし

開始する。

まず

𝑢1 = 𝑣1

とおく。つぎに 𝑣2 から 𝑢1 
ほうこう

方向の
せいぶん

成分
component

を
じょきょ

除去して

𝑢2 = 𝑣2 −
⟨𝑣2, 𝑢1⟩
⟨𝑢1, 𝑢1⟩

𝑢1

とすると、𝑢1 と 𝑢2 は
ちょっこう

直交
orthogonal

する。

これを
じっさい

実際に
かくにん

確認すると、

⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = ⟨𝑣2 −
⟨𝑣2, 𝑢1⟩
⟨𝑢1, 𝑢1⟩

𝑢1, 𝑢1⟩

したがって、

⟨𝑢2, 𝑢1⟩ = ⟨𝑣2, 𝑢1⟩ −
⟨𝑣2, 𝑢1⟩
⟨𝑢1, 𝑢1⟩

⟨𝑢1, 𝑢1⟩ = 0

である。つまり、𝑣2 から 𝑢1 
ほうこう

方向の
しゃえい

射影
projection

だけを
じょきょ

除去すると、𝑢1 に
ちょっこう

直交
orthogonal

する
せいぶん

成分
component

だけが
のこ

残る。

5.3 2. 
いっぱん

一般の
かたち

形

𝑣1,…, 𝑣𝑛 から

𝑢1 = 𝑣1

𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 −∑
𝑘−1

𝑗=1

⟨𝑣𝑘, 𝑢𝑗⟩
⟨𝑢𝑗, 𝑢𝑗⟩

𝑢𝑗

で 𝑢1,…, 𝑢𝑛 を
こうせい

構成すると、これらは
たが

互いに
ちょっこう

直交
orthogonal

し、もとの
きてい

基底
basis

と
おな

同じ
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

を
は

張る。

ここで
じゅうよう

重要なのは、
あたら

新 しい 𝑢𝑘 は 𝑣𝑘 から
まえ

前の 𝑢1,…, 𝑢𝑘−1 の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

を
じょきょ

除去して
こうせい

構成されるため、

𝑢𝑘 ∈ span(𝑣1,…, 𝑣𝑘)

である。したがって 𝑢1,…, 𝑢𝑘 は
かなら

必 ず 𝑣1,…, 𝑣𝑘 の
は

張る
くうかん

空間の
なか

中にある。
ぎゃく

逆 に

𝑣𝑘 = 𝑢𝑘 +∑
𝑘−1

𝑗=1

⟨𝑣𝑘, 𝑢𝑗⟩
⟨𝑢𝑗, 𝑢𝑗⟩

𝑢𝑗

と
ふくげん

復元できるので、

𝑣𝑘 ∈ span(𝑢1,…, 𝑢𝑘)

である。したがって
りょうしゃ

両者は
おな

同じ
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

を
は

張る。

md c5ee373 p. 2

/lecture/math/linear-algebra/直交化の基本-講義

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E8%A4%87%E7%B4%A0%E5%86%85%E7%A9%8D%E3%81%A8%E3%83%A6%E3%83%8B%E3%82%BF%E3%83%AA%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


5.4 3. 
せいきか

正規化

なが

長さ 1 にそろえたければ

𝑒𝑘 =
𝑢𝑘
‖ 𝑢𝑘‖

とすれば、𝑒1,…, 𝑒𝑛 は
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

になる。

5.5 4. 
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

との
せつぞく

接続

ちょっこうか

直交化
orthogonalization

は、
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

の
きそ

基礎の 1 つである。𝐴𝑥 = 𝑏 が
げんみつ

厳密には
と

解けない
ばあい

場合、𝑏 を 𝐴 の
れつくうかん

列空間
column space

へ
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

し、その
しゃえい

射影
projection

に
たいおう

対応する 𝑥 を
せんたく

選択する。
ざんさ

残差

𝑟 = 𝑏 − 𝐴𝑥

は
れつくうかん

列空間
column space

に
ちょっこう

直交
orthogonal

するため、

𝐴𝑇 (𝑏 − 𝐴𝑥) = 0

という
せいきほうていしき

正規方程式が
え

得られる。つまり、グラム・シュミット
ほう

法で
ちょっこうきてい

直交基底を
こうせい

構成する
はっそう

発想は、
きんじかい

近似解を
さいりょう

最良

にする
しゃえい

射影
projection

の
りろん

理論と
おな

同じ
こうぞう

構造
structure

をもつ。

6 
はんていきじゅん

判定基準

•
きてい

基底
basis

はあるが
たが

互いに
ちょっこう

直交
orthogonal

していないとき、
ちょっこうか

直交化
orthogonalization

を
けんとう

検討する。

•
しゃえい

射影
projection

、
さいしょうにじょう

最小二乗、フーリエ
てんかい

展開のように「
ちょっこう

直交
orthogonal

した
せいぶん

成分
component

に
ぶんかい

分解したい」なら、グラム・シュミット
ほう

法が

はいけい

背景にある。

•
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

そのものは
か

変えず、
きてい

基底
basis

だけ
あつか

扱 いやすくしたいときの
どうぐ

道具である。

7 どこまで
な

成り
た

立つか

この
てじゅん

手順は
ないせき

内積
inner product

が
ていぎ

定義された
くうかん

空間で、もとの 𝑣1,…, 𝑣𝑛 が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

な
ばあい

場合に
もち

用いる。もし
とちゅう

途中で 𝑢𝑘 = 0 に

なったら、それはもとの
れつ

列
column

が
いちじどくりつ

一次独立
linear independence

でなかったことを
いみ

意味する。また
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では
ないせき

内積
inner product

の
きょうやく

共役を

いしき

意識して
しき

式を
きじゅつ

記述する
ひつよう

必要がある。

8 
さいしゅうけい

最終形

𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 −∑
𝑘−1
𝑗=1

⟨𝑣𝑘,𝑢𝑗⟩
⟨𝑢𝑗,𝑢𝑗⟩

𝑢𝑗

𝑒𝑘 =
𝑢𝑘
‖ 𝑢𝑘‖

proj𝑢(𝑣) =
⟨𝑣,𝑢⟩
⟨𝑢,𝑢⟩𝑢
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9 
ひとこと

一言でいうと

•
ちょっこうか

直交化
orthogonalization

は、
おな

同じ
くうかん

空間を
は

張る
きてい

基底
basis

を、
けいさん

計算しやすい
ちょっこうきてい

直交基底へ
こうせい

構成し
なお

直す
てじゅん

手順である。

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 内積・直交・射影 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/内積・直交・射影-基本演習/

→ 基本演習 複素内積とユニタリ行列 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

→ 講義 直交補空間と射影 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義/

→ 講義 最小二乗法の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/最小二乗法の基本-講義/
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