
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

と
しゃえい

射影
projection

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

に
そ

沿う
せいぶん

成分
component

と、それに
ちょっこう

直交
orthogonal

する
せいぶん

成分
component

へベクトルを
いちい

一意に
ぶんかい

分解するという

はっそう

発想である。
しゃえい

射影
projection

や
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

では、「
れつくうかん

列空間
column space

に
もっと

最 も
ちか

近いベクトル」を
もと

求める。
ちか

近さを
きじゅつ

記述するには、
ごさ

誤差が
れつくうかん

列空間
column space

に

ちょっこう

直交
orthogonal

する、という
じょうけん

条件が
ちゅうしん

中心になる。この
じょうけん

条件を
せいり

整理する
どうぐ

道具が
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ちょっこうほくうかん

直交補空間
Orthogonal complement

 とは、
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

 𝑉  の
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

 𝑈  に
たい

対して

𝑈⟂ = {𝑣 ∈ 𝑉 ∣ ⟨𝑣, 𝑢⟩ = 0 for all 𝑢 ∈ 𝑈}

で
ていぎ

定義される
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。
ちょっこうしゃえい

直交射影
Orthogonal projection

 とは、ベクトル 𝑣 を 𝑈  
ほうこう

方向の
せいぶん

成分
component

 𝑝 と 𝑈⟂ 
ほうこう

方向の
せいぶん

成分
component

 𝑟 に

𝑣 = 𝑝 + 𝑟, 𝑝 ∈ 𝑈, 𝑟 ∈ 𝑈⟂

と
ぶんかい

分解したときの 𝑝 である。

3 
ほうしん

方針

まず 𝑈⟂ が
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

であることを
かくにん

確認する。つぎに、
ゆうげんじげん

有限次元
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂ が
せいりつ

成立すること

を
せつめい

説明し、
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

の
こうしき

公式へ
いこう

移行する。

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

へいめん

平面の
なか

中に 1 
ぽん

本の
ちょくせん

直線 𝑈  があるとする。あるベクトル 𝑣 は、その
ちょくせん

直線に
そ

沿う
かげ

影 𝑝 と、
ちょくせん

直線に
すいちょく

垂直な
のこ

残り 

𝑟 に
ぶんかい

分解できる。この 𝑟 が
ぞく

属する
ほうこう

方向の
ぜんたい

全体が 𝑈⟂ である。

この
ぶんかい

分解が
じゅうよう

重要なのは、𝑝 が 𝑈  の
なか

中で 𝑣 に
もっと

最 も
ちか

近いベクトルになるためである。
ごさ

誤差 𝑣 − 𝑝 が 𝑈  に
ちょっこう

直交
orthogonal

していると、𝑈  の
なか

中でさらに
ちか

近づく
ほうこう

方向が
のこ

残っていない。

md a4ee77e p. 1

/lecture/math/linear-algebra/直交補空間と射影-講義

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
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5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 𝑈⟂ は
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である

𝑣, 𝑤 ∈ 𝑈⟂、スカラー 𝑎, 𝑏 を
にんい

任意に
こてい

固定する。
にんい

任意の 𝑢 ∈ 𝑈  について

⟨𝑎𝑣 + 𝑏𝑤, 𝑢⟩ = 𝑎⟨𝑣, 𝑢⟩ + 𝑏⟨𝑤, 𝑢⟩ = 0

である。したがって 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤 ∈ 𝑈⟂ であり、𝑈⟂ は
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。

5.2 2. 
ちょっこうぶんかい

直交分解

ゆうげんじげん

有限次元
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

で 𝑈  が
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

なら、
にんい

任意の 𝑣 ∈ 𝑉  は

𝑣 = 𝑝 + 𝑟, 𝑝 ∈ 𝑈, 𝑟 ∈ 𝑈⟂

と
いちい

一意に
ぶんかい

分解できる。この
じじつ

事実を
ちょっこうぶんかい

直交分解という。
そんざい

存在は、𝑈  の
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

から
こうせい

構成できる。𝑈  の
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

を 𝑒1, …, 𝑒𝑘 とし、

𝑝 = ∑
𝑘

𝑖=1
⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖

と
お

置く。この 𝑝 は 𝑈  のベクトルである。さらに
かく

各 𝑗 について

⟨𝑣 − 𝑝, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑣, 𝑒𝑗⟩ − ∑
𝑘

𝑖=1
⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 0

である。
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

では ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 0（𝑖 ≠ 𝑗）かつ ⟨𝑒𝑗, 𝑒𝑗⟩ = 1 だからである。𝑣 − 𝑝 は 𝑈  の
きてい

基底
basis

すべてに

ちょっこう

直交
orthogonal

するので、𝑣 − 𝑝 ∈ 𝑈⟂ である。したがって 𝑣 = 𝑝 + (𝑣 − 𝑝) という
ぶんかい

分解が
そんざい

存在する。
いちいせい

一意性は
ちょっこうせい

直交性から
したが

従 う。もし

𝑣 = 𝑝1 + 𝑟1 = 𝑝2 + 𝑟2

であれば、𝑝1 − 𝑝2 = 𝑟2 − 𝑟1 である。
さへん

左辺
left-hand side

は 𝑈  に
ぞく

属し、
うへん

右辺
right-hand side

は 𝑈⟂ に
ぞく

属する。したがってこのベクトル

は 𝑈 ∩ 𝑈⟂ に
ぞく

属する。ところが 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝑈⟂ なら ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 なので 𝑥 = 0 である。よって 𝑝1 = 𝑝2、𝑟1 = 𝑟2 

となる。
ちょっこうぶんかい

直交分解から、
ゆうげんじげん

有限次元では

dim 𝑈 + dim 𝑈⟂ = dim 𝑉

が
したが

従 う。また 𝑈 ⊂ (𝑈⟂)⟂ であり、
りょうへん

両辺の
じげん

次元
dimension

が
いっち

一致するため

(𝑈⟂)⟂ = 𝑈

である。これらは
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

が
たん

単なる
すいちょくほうこう

垂直方向の
しゅうごう

集合
set

ではなく、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

の
じげん

次元
dimension

を
ほかん

補完する
こうぞう

構造
structure

であるこ

とを
しめ

示す。

5.3 3. 
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

による
しゃえいこうしき

射影公式

𝑈  の
せいきちょっこうきてい

正規直交基底
orthonormal basis

を 𝑒1, …, 𝑒𝑘 とする。このとき 𝑣 の 𝑈  への
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

は
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proj𝑈(𝑣) = ∑
𝑘

𝑖=1
⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖

である。
りゆう

理由は、𝑝 = ∑𝑖⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖 と
お

置くと、
かく

各 𝑗 について

⟨𝑣 − 𝑝, 𝑒𝑗⟩ = 0

が
せいりつ

成立し、𝑣 − 𝑝 ∈ 𝑈⟂ となるためである。
ふくそ

複素
complex

ないせきくうかん

内積空間
inner product space

でも
おな

同じ
こうしき

公式を
つか

使う。ただし、この
けいれつ

系列では
だい

第 1 
へんすう

変数を
せんけい

線型とするため、
けいすう

係数
coefficient

は ⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩ であ

る。
べつ

別の
きやく

規約では
きょうやく

共役の
いち

位置が
か

変わる。
しゃえいぎょうれつ

射影行列
projection matrix

として
み

見ると、
ちょっこうしゃえい

直交射影
orthogonal projection

は

𝑃 2 = 𝑃, 𝑃 * = 𝑃

を
み

満たす。𝑃 2 = 𝑃  は「
いちど

一度
しゃえい

射影
projection

したら
さいど

再度
しゃえい

射影
projection

しても
か

変わらない」こと、𝑃 * = 𝑃  は
ないせき

内積
inner product

と
りょうりつ

両立した
ちょっこう

直交
orthogonal

な
しゃえい

射影
projection

であることを
あらわ

表 す。

6 
ぐたいれい

具体例

ℝ2 で 𝑈 = span{(1, 1)} とする。
たんい

単位ベクトル 𝑒 = 1√
2(1, 1) を

もち

用いると、𝑣 = (2, 0) の
しゃえい

射影
projection

は

proj𝑈(𝑣) = ⟨𝑣, 𝑒⟩𝑒 =
√

2 · 1√
2
(1, 1) = (1, 1)

である。
ざんさ

残差は

𝑣 − proj𝑈(𝑣) = (1, −1)

であり、これは (1, 1) と
ちょっこう

直交
orthogonal

する。

7 
べつ

別の
かんてん

観点

きかてき

幾何的には、
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

は「
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

に
すいちょく

垂直な
ほうこう

方向の
あつ

集まり」である。
だいすうてき

代数的には、𝑈⟂ は
ないせき

内積
inner product

による

じょうけんしき

条件式 ⟨𝑣, 𝑢⟩ = 0 の
かいくうかん

解空間
solution space

である。

8 
はんていきじゅん

判定基準

•
しゃえい

射影
projection

、
さいたんきょり

最短距離、
ざんさ

残差が
とうじょう

登場したら、
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

を
かくにん

確認する。

•
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

の
そと

外にあるベクトルを、
ないぶ

内部の
せいぶん

成分
component

と
すいちょく

垂直な
ごさ

誤差に
ぶんかい

分解したいとき、
ちょっこうぶんかい

直交分解を
もち

用いる。

•
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

では、
ざんさ

残差が
れつくうかん

列空間
column space

の
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

に
ぞく

属することを
りよう

利用する。

9 どこまで
な

成り
た

立つか

ゆうげんじげん

有限次元
ないせきくうかん

内積空間
inner product space

では、
ちょっこうぶんかい

直交分解は
あんてい

安定して
せいりつ

成立する。
むげんじげん

無限次元では、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

が
へい

閉じているかどうかが

じゅうよう

重要になる。
へい

閉じていない
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

では、
さいきんてん

最近点や
しゃえい

射影
projection

が
そんざい

存在しない
ばあい

場合がある。
ふくそ

複素
complex

の
ばあい

場合は、
てんち

転置ではなく
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

 𝐴* が
しゃえい

射影
projection

や
さいしょうにじょうほう

最小二乗法
least squares method

の
しき

式に
あらわ

現 れる。
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10 
さいしゅうけい

最終形

𝑈⟂ = {𝑣 ∈ 𝑉 ∣ ⟨𝑣, 𝑢⟩ = 0 for all 𝑢 ∈ 𝑈}

𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂

dim 𝑈 + dim 𝑈⟂ = dim 𝑉 , (𝑈⟂)⟂ = 𝑈

proj𝑈(𝑣) = ∑𝑘
𝑖=1⟨𝑣, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖

11 
ひとこと

一言でいうと

•
ちょっこうほくうかん

直交補空間
orthogonal complement

は、
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

に
すいちょく

垂直な
ごさ

誤差を
しゅうよう

収容する
くうかん

空間である。

12 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 内積・直交・射影 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/内積・直交・射影-基本演習/

13 
かんれん

関連リンク

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 複素内積とユニタリ行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-講義/

→ 講義 直交化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交化の基本-講義/

→ 講義 最小二乗法の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/最小二乗法の基本-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E8%A4%87%E7%B4%A0%E5%86%85%E7%A9%8D%E3%81%A8%E3%83%A6%E3%83%8B%E3%82%BF%E3%83%AA%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E5%8C%96%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E6%9C%80%E5%B0%8F%E4%BA%8C%E4%B9%97%E6%B3%95%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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