
ぎょうれつしき

行列式
determinant

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

を
たん

単なる
けいさんきそく

計算規則ではなく、「
めんせき

面積や
たいせき

体積をどれだけ
の

伸ばすか」と

「
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

があるか」を
どうじ

同時に
はんてい

判定する
りょう

量 として
りかい

理解することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ぎょうれつしき

行列式
Determinant

 は、𝑛 × 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

に
たい

対して
さだ

定まる
すう

数で、2 
じ

次では

det(𝑎𝑐
𝑏
𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

である。

3 
ほうしん

方針

2 
じ

次では
へいこうしへんけい

平行四辺形の
めんせき

面積から
どうにゅう

導入し、つぎに
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

や
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

との
せつぞく

接続を
かくにん

確認する。さらに

こうじげん

高次元では、
たじゅうせんけいせい

多重線型性
multilinearity

・
こうたいせい

交代性・
せいきか

正規化という
ていぎげんり

定義原理で
とくちょう

特徴づける。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

れつ

列ベクトル
column vector

を 2 
ほん

本
なら

並べると、
へいこうしへんけい

平行四辺形が
さだ

定まる。
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
ぜったいち

絶対値は、その
めんせき

面積である。
ふごう

符号は
む

向きの
はんてん

反転

を
あらわ

表 す。

したがって det𝐴 = 0 とは、
めんせき

面積が 0、つまり 2 
ほん

本の
れつ

列
column

が
いっちょくせんじょう

一直線上 に
つぶ

潰れているということである。この

とき
ぎゃく

逆 には
ふくげん

復元できない。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 2 
じ

次の
こうしき

公式

𝐴 = (𝑎𝑐
𝑏
𝑑)

に
たい

対して

det𝐴 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

である。

5.2 2. なぜ 0 が
とくべつ

特別か

det𝐴 ≠ 0 なら、𝐴−1 が
そんざい

存在し、
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𝐴−1 = 1
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

( 𝑑
−𝑐

−𝑏
𝑎 )

と
ひょうじ

表示できる。したがって det𝐴 = 0 では
ぶんぼ

分母が 0 になり、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

を
こうせい

構成できない。

5.3 3. 
ぐたいれい

具体例

𝐴 = (21
1
1)

なら

det𝐴 = 2 · 1 − 1 · 1 = 1

である。これは
めんせき

面積を 1 
ばい

倍のまま
たも

保ちつつ、
かたち

形 だけを
か

変えていると
かいしゃく

解釈できる。
いっぽう

一方

𝐵 = (12
2
4)

では

det𝐵 = 1 · 4 − 2 · 2 = 0

である。
れつ

列
column

が
ひれい

比例していて、
へいめん

平面を
ちょくせん

直線へ
つぶ

潰す。

5.4 4. 
こうじげん

高次元での
ていぎげんり

定義原理

いっぱん

一般の 𝑛 × 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

の
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は、2 
じ

次の
こうしき

公式 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 を
けいしきてき

形式的に
えんちょう

延長したものではない。
ほんしつ

本質は、
れつ

列ベクトル
column vector

が
こうせい

構成する
む

向き
づ

付けられた
たいせき

体積を
そくてい

測定する
かんすう

関数として、
つぎ

次の 3 
じょうけん

条件で
とくちょう

特徴づけられることにある。

1.
かくれつ

各列について
せんけい

線型である。

2. 2 
ほん

本の
れつ

列
column

が
ひと

等しいと 0 になる。
れつ

列
column

を
こうかん

交換すると
ふごう

符号が
はんてん

反転する。

3. det 𝐼 = 1 である。

この 3 
じょうけん

条件を
み

満たす
かんすう

関数が
いちい

一意に
そんざい

存在し、それを
ぎょうれつしき

行列式
determinant

と
よ

呼ぶ。
ちかん

置換を
もち

用いると

det𝐴 = ∑
𝜎∈𝑆𝑛

sgn(𝜎)𝑎1𝜎(1)𝑎2𝜎(2)⋯𝑎𝑛𝜎(𝑛)

とも
ひょうじ

表示できる。この
しき

式は
けいさん

計算のためだけでなく、
こうたいせい

交代性と
たじゅうせんけいせい

多重線型性
multilinearity

が
どうじ

同時に
く

組み
こ

込まれていることを

しめ

示す。

6 
べつ

別の
かんてん

観点

きかてき

幾何的には
めんせき

面積・
たいせき

体積の
しんしゅくりつ

伸縮率である。
だいすうてき

代数的には
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

の
そんざいじょうけん

存在条件である。
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

の
たちば

立場では、

「
かい

解が 1 つに
けってい

決定されるか」を
はんてい

判定する
りょう

量 である。

7 
はんていきじゅん

判定基準

•
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

の
そんざい

存在、
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

の
いちいかい

一意解、
めんせき

面積や
たいせき

体積の
しんしゅく

伸縮が
と

問われたら
ぎょうれつしき

行列式
determinant

を
けんとう

検討する。

•
れつ

列ベクトル
column vector

どうしが
どくりつ

独立
independent

かどうかを
すうち

数値で
はんてい

判定したいときにも、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

が
ゆうこう

有効である。
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8 どこまで
な

成り
た

立つか

2 
じ

次や 3 
じ

次では
こうしき

公式を
ちょくせつ

直接
きじゅつ

記述できるが、
こうじげん

高次元では
ちかん

置換や
よいんしてんかい

余因子展開などの
ていぎ

定義が
ひつよう

必要になる。この
ばあい

場合

においても「
たいせき

体積の
しんしゅく

伸縮と
かぎゃくせい

可逆性を
はんてい

判定する」という
ほんしつ

本質は
か

変わらない。

9 
さいしゅうけい

最終形

det(𝑎𝑐
𝑏
𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

det𝐴 ≠ 0⟺ 𝐴 は可逆

detは多重線型性・交代性・det 𝐼 = 1 で特徴づけられる

10 
ひとこと

一言でいうと

•
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は、
くうかん

空間をどれだけ
つぶ

潰すか、どれだけ
しんちょう

伸長するかを
あらわ

表 す
すう

数である。

• 0 になると
ぎゃく

逆 には
ふくげん

復元できない。

11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 行列式と可逆性 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/行列式と可逆性-基本演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/逆行列の基本-講義/

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

→ 講義 固有値と固有ベクトル lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/固有値と固有ベクトル-講義/
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