
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
けいさんきそく

計算規則

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

に
たい

対して
ていぎ

定義され、
かぎゃくせい

可逆性と
たいせき

体積の
しんしゅくりつ

伸縮率を
はんてい

判定する
りょう

量 である

ということである。

ただし
しょがくだんかい

初学段階では、まず
けいさんきそく

計算規則を
あんてい

安定させる
ひつよう

必要がある。2×2 の
こうしき

公式、3×3 の
けいさん

計算、
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

と

れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

による
へんか

変化を
ぶんり

分離して
かくにん

確認する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ぎょうれつしき

行列式
Determinant

 とは、
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

 𝐴 に
たい

対して
たいおう

対応する
かず

数 det𝐴 である。2×2 
ぎょうれつ

行列
matrix

では

det(𝑎𝑐
𝑏
𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

で
ていぎ

定義される。

3 
ほうしん

方針

2×2 では
たいかくほうこう

対角方向の
せき

積の
さ

差として
けいさん

計算する。3×3 
いじょう

以上では、
よいんしてんかい

余因子展開、
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

、
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

のう

ち、0 を
つく

作りやすい
ほうほう

方法で
さんかくぎょうれつ

三角行列へ
ちか

近づける。

→ 講義 行基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行基本変形の基本-講義/

→ 講義 列基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/列基本変形の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

ぎょうれつしき

行列式
determinant

は、
ぎょうれつ

行列
matrix

が
くうかん

空間の
めんせき

面積や
たいせき

体積をどれだけ
しんしゅく

伸縮するかを
あらわ

表 す。
あたい

値 が 0 なら、
めんせき

面積や
たいせき

体積が 0 に
つぶ

潰れ

るため、
じょうほう

情報が
うしな

失 われる。
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
そんざい

存在しない。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

2×2 の
ばあい

場合、

𝐴 = (𝑎𝑐
𝑏
𝑑)

に
たい

対して

det𝐴 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

である。3×3 の
ばあい

場合は、
よいんしてんかい

余因子展開で 2×2 の
ぎょうれつしき

行列式
determinant

へ
かんげん

還元できる。
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ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

と
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
かんけい

関係は
つぎ

次の
とお

通りである。

• 2 
ぎょう

行
row

を
こうかん

交換すると、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

の
ふごう

符号が
はんてん

反転する。

• 1 
ぎょう

行
row

を 𝑐 
ばい

倍すると、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

も 𝑐 
ばい

倍される。

• ある
ぎょう

行
row

に
ほか

他の
ぎょう

行
row

の
ていすうばい

定数倍を
くわ

加えても、
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
へんか

変化しない。
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

でも
おな

同じ
きそく

規則が
な

成り
た

立つ。
へんけい

変形
ぎょうれつしき

行列式
determinant

への
えいきょう

影響

2 
ぎょう

行
row

または 2 
れつ

列
column

を
こうかん

交換する
ふごう

符号が
はんてん

反転する

1 
ぎょう

行
row

または 1 
れつ

列
column

を 𝑐 
ばい

倍する 𝑐 
ばい

倍される
ほか

他の
ぎょう

行
row

または
れつ

列
column

の
ていすうばい

定数倍を
くわ

加える
か

変わらない

5.1 
れつそうさ

列操作でなぜ
おな

同じ
きそく

規則になるか

ぎょうれつしき

行列式
determinant

を
れつ

列ベクトル
column vector

の
かんすう

関数として

𝐷(𝐶1,…,𝐶𝑛) = det[𝐶1 ⋯ 𝐶𝑛]

と
か

書く。
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
かくれつ

各列について
せんけい

線型であり、2 
ほん

本の
れつ

列
column

が
ひと

等しいと 0 になる。
れつ

列
column

の
ていすうばい

定数倍については、
だい

第 𝑖 
れつ

列
column

だけに
せんけいせい

線型性
linearity

を
つか

使えば

𝐷(𝐶1,…, 𝜆𝐶𝑖,…,𝐶𝑛) = 𝜆𝐷(𝐶1,…,𝐶𝑖,…,𝐶𝑛)

となる。したがって
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は 𝜆 
ばい

倍される。
れつ

列
column

への
かさん

加算については、
𝐷(𝐶1,…,𝐶𝑖 + 𝜆𝐶𝑗,…,𝐶𝑗,…,𝐶𝑛) = 𝐷(𝐶1,…,𝐶𝑖,…,𝐶𝑗,…,𝐶𝑛)

+𝜆𝐷(𝐶1,…,𝐶𝑗,…,𝐶𝑗,…,𝐶𝑛)

である。
だい

第 2 
こう

項は 2 
ほん

本の
れつ

列
column

が
ひと

等しいため 0 になる。よって
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
か

変わらない。
れつ

列
column

の
こうかん

交換は、2 
ほん

本の
れつ

列
column

が
い

入れ
か

替わると
む

向き
づ

付けられた
たいせき

体積の
む

向きが
はんてん

反転することに
たいおう

対応する。
だいすうてき

代数的には、

こうたいせい

交代性から

𝐷(…,𝐶𝑗,…,𝐶𝑖,…) = −𝐷(…,𝐶𝑖,…,𝐶𝑗,…)

が
したが

従 う。

6 
ぐたいれい

具体例

det(25
1
3) = 2 · 3 − 1 · 5 = 1

である。したがってこの
ぎょうれつ

行列
matrix

は
かぎゃく

可逆
invertible

である。

また

(13
2
6)

では
だいにぎょう

第二行が
だいいちぎょう

第一行の 3 
ばい

倍であり、

det(13
2
6) = 6 − 6 = 0
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となる。
ぎょう

行
row

が
いちじじゅうぞく

一次従属
linear dependence

であるため、
めんせき

面積が 0 に
つぶ

潰れる。

6.1 
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

で
かくにん

確認する

𝐴 = (𝑎𝑐
𝑏
𝑑)

とする。
れつ

列
column

を
こうかん

交換すると

𝐴′ = (𝑏
𝑑

𝑎
𝑐)

なので、

det𝐴′ = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 = −(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = −det𝐴

となる。
だい

第 1 
れつ

列
column

を 𝜆 
ばい

倍すると

𝐴′ = (𝜆𝑎𝜆𝑐
𝑏
𝑑)

であり、

det𝐴′ = (𝜆𝑎)𝑑 − 𝑏(𝜆𝑐) = 𝜆(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = 𝜆det𝐴

である。
だい

第 2 
れつ

列
column

に
だい

第 1 
れつ

列
column

の 𝜆 
ばい

倍を
くわ

加えると

𝐴′ = (𝑎𝑐
𝑏 + 𝜆𝑎
𝑑 + 𝜆𝑐)

であり、
det𝐴′ = 𝑎(𝑑 + 𝜆𝑐) − 𝑐(𝑏 + 𝜆𝑎)

= 𝑎𝑑 + 𝜆𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝜆𝑎𝑐

= 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

= det𝐴

となる。

7 よくある
ごかい

誤解

•
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
にんい

任意の
ちょうほうぎょうれつ

長方行列 に
ていぎ

定義されるわけではない。
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

が
たいしょう

対象である。

•
ぎょうれつしき

行列式
determinant

は
たん

単なる
けいさんこうしき

計算公式ではない。
かぎゃくせい

可逆性と
たいせき

体積の
しんしゅくりつ

伸縮率を
あらわ

表 す。

•
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

で
ぎょうれつしき

行列式
determinant

がどう
へんか

変化するかを
きろく

記録しないと、
あたい

値 を
あやま

誤 る。

•
れつきほんへんけい

列基本変形
elementary column operation

でも
ぎょうれつしき

行列式
determinant

を
けいさん

計算できるが、
れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

の
かい

解を
ちょくせつ

直接
たも

保つ
そうさ

操作
operation

ではない。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

ここでは
けいさんきそく

計算規則を
ちゅうしん

中心にした。
いっぱん

一般の n×n 
ぎょうれつ

行列
matrix

では、
ぎょう

行
row

または
れつ

列
column

に
かん

関する
たじゅうせんけいせい

多重線型性
multilinearity

、
こうたいせい

交代性、det 𝐼 =

1 によって
とくちょう

特徴づけられる。
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9 
さいしゅうけい

最終形

det(𝑎
𝑐

𝑏
𝑑) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

det𝐴 ≠ 0 ⇒ 𝐴 は可逆

行加算・列加算ではdet𝐴 は変わらない

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 行列式と可逆性 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/行列式と可逆性-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 行列式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式-講義/

→ 講義 列基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/列基本変形の基本-講義/

→ 講義 余因子展開と可逆性の判定 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/余因子展開と可逆性の判定-講義/
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