
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

とユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
ふくそ

複素
complex

の
せんけいだいすう

線型代数
linear algebra

では、
てんち

転置
transpose

 𝐴𝑇  だけでは
ないせき

内積
inner product

と
りょうりつ

両立しないということである。
じっすう

実数
real number

の
せかい

世界では、
たいしょうぎょうれつ

対称行列
symmetric matrix

、
ちょっこうぎょうれつ

直交行列
orthogonal matrix

、
てんち

転置
transpose

 𝐴𝑇  が
ちゅうしん

中心になる。
いっぽう

一方、
ふくそすう

複素数
complex number

を
つか

使うと、
せいぶん

成分
component

を
い

入れ
か

替

えるだけでなく
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

も
と

取る
ひつよう

必要がある。その
そうさ

操作
operation

が
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

 𝐴* である。

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 単位行列・零行列・転置の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/単位行列・零行列・転置の基本-講義/

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ふくそないせきくうかん

複素内積空間
complex inner product space

とは、
ふくそ

複素ベクトル
くうかん

空間
complex vector space

に
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

が
はい

入った
くうかん

空間
space

である。

エルミート
ないせき

内積
Hermitian inner product

とは、
きょうやくたいしょうせい

共役対称性
conjugate symmetry

と
はんせんけいせい

半線型性
sesquilinearity

を
も

持つ
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

である。この
けいれつ

系列では、
だい

第 1 
へんすう

変数を
せんけい

線型
linear

、
だい

第 

2 
へんすう

変数を
きょうやくせんけい

共役線型
conjugate-linear

とする。

⟨𝑎𝑢 + 𝑏𝑣, 𝑤⟩ = 𝑎⟨𝑢,𝑤⟩ + 𝑏⟨𝑣, 𝑤⟩

⟨𝑢, 𝑎𝑣 + 𝑏𝑤⟩ = 𝑎⟨𝑢, 𝑣⟩ + 𝑏⟨𝑢, 𝑤⟩

⟨𝑢, 𝑣⟩ = ⟨𝑣, 𝑢⟩
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

とは、
ふくそぎょうれつ

複素行列
complex matrix

 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) に
たい

対して、
てんち

転置してから
かくせいぶん

各成分の
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

を
と

取る
そうさ

操作
operation

である。

(𝐴*)𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖
ずいはん

随伴
adjoint

とは、
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 : 𝑉 → 𝑉  に
たい

対して

⟨𝑇𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑇 *𝑦⟩

を
み

満たす
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝑇 * である。
ひょうじゅん

標準 の
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

を
つか

使う
ぎょうれつひょうじ

行列表示では、
ずいはん

随伴
adjoint

は
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

 𝐴* に
たいおう

対応する。

エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

とは、

𝐴* = 𝐴

を
み

満たす
ふくそせいほうぎょうれつ

複素正方行列
complex square matrix

である。これは
じこずいはん

自己随伴
self-adjoint

な
ぎょうれつ

行列
matrix

である。

ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

とは、

𝑈*𝑈 = 𝑈𝑈* = 𝐼

を
み

満たす
ふくそせいほうぎょうれつ

複素正方行列
complex square matrix

である。
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

とは、

𝐴*𝐴 = 𝐴𝐴*

を
み

満たす
ふくそせいほうぎょうれつ

複素正方行列
complex square matrix

である。
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3 
ほうしん

方針

まず、
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

では
きょうやく

共役がどこに
で

出るかを
こてい

固定する。つぎに、
きょうやくてんち

共役転置
conjugate transpose

 𝐴* が
ないせき

内積
inner product

の
なか

中で
なに

何を
いどう

移動している

かを
かくにん

確認する。そこから、ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

は
なが

長さ
length

と
ちょっこう

直交
orthogonality

を
ほぞん

保存し、エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

は
ないせき

内積
inner product

と
りょうりつ

両立する
しんしゅく

伸縮

を
あらわ

表 す、と
せいり

整理する。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

ふくそすう

複素数
complex number

には
おお

大きさと
いそう

位相
phase

がある。
いそう

位相
phase

を
も

持つ
せいぶん

成分
component

どうしを
くら

比べるには、ただ
か

掛けるだけではなく、
いっぽう

一方を

きょうやく

共役にして
いそうさ

位相差を
はか

測る
ひつよう

必要がある。
れい

例として 𝑧 = 𝑖 を
かんが

考 える。もし
たんじゅん

単純に 𝑧2 を
なが

長さの 2 
じょう

乗 と
み

見ると、𝑖2 = −1 になり、
なが

長さが
ふ

負になる。そ

こで

𝑧𝑧 = | 𝑧 |2

を
つか

使う。
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

で
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

が
あらわ

現 れる
りゆう

理由は、この
たんじゅん

単純な
じじつ

事実にある。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
ひょうじゅん

標準 の
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

この
けいれつ

系列では、ℂ𝑛 の
ひょうじゅん

標準 の
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

を

⟨𝑥, 𝑦⟩ =∑
𝑛

𝑘=1
𝑥𝑘𝑦𝑘

と
お

置く。この
きやく

規約では
だい

第 1 
へんすう

変数が
せんけい

線型
linear

である。

⟨𝑎𝑥, 𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩
いっぽう

一方、
だい

第 2 
へんすう

変数では
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

が
で

出る。

⟨𝑥, 𝑎𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩

この
きやく

規約を
めいじ

明示するのは、
きょうかしょ

教科書によって
だい

第 2 
へんすう

変数を
せんけい

線型
linear

にする
りゅうぎ

流儀もあるからである。
りゅうぎ

流儀が
か

変わると、

しゃえいけいすう

射影係数
projection coefficient

や
ずいはん

随伴
adjoint

の
しき

式で
きょうやく

共役の
いち

位置が
か

変わる。

5.2 2. 𝐴* が
ひつよう

必要になる
りゆう

理由

じつぎょうれつ

実行列
real matrix

では、
ひょうじゅんないせき

標準内積 に
たい

対して

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑇 𝑦⟩

が
せいりつ

成立する。
ふくそぎょうれつ

複素行列
complex matrix

では、
おな

同じ
やくわり

役割を
は

果たすのは 𝐴𝑇  ではなく 𝐴* である。

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩

したがって 𝐴* は、
ないせき

内積
inner product

の
なか

中で
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

を
ひだりがわ

左側から
みぎがわ

右側へ
うつ

移す
そうさ

操作
operation

として
りかい

理解できる。
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5.3 3. ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

が
ほぞん

保存するもの

𝑈*𝑈 = 𝐼  なら、
にんい

任意の 𝑥, 𝑦 に
たい

対して

⟨𝑈𝑥, 𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑈*𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩

である。したがってユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

は、
ないせき

内積
inner product

、
なが

長さ
length

、
ちょっこう

直交
orthogonality

を
ほぞん

保存する。

‖ 𝑈𝑥 ‖ = ‖ 𝑥 ‖, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0 ⇒ ⟨𝑈𝑥,𝑈𝑦⟩ = 0

これは
じっすう

実数
real number

の
ちょっこうぎょうれつ

直交行列
orthogonal matrix

の
ふくそすうばん

複素数版
complex version

である。

5.4 4. エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

が
いみ

意味するもの

𝐴* = 𝐴 なら

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩

である。つまり、エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

は
ないせき

内積
inner product

の
さゆう

左右を
い

入れ
か

替えても
おな

同じ
さよう

作用として
よ

読める
ぎょうれつ

行列
matrix

である。

この
せいしつ

性質により、エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

の
こゆうち

固有値
eigenvalue

は
じっすう

実数
real number

になり、
こと

異なる
こゆうち

固有値
eigenvalue

に
ぞく

属する
こゆう

固有ベクトル
eigenvector

は
ちょっこう

直交
orthogonal

す

る。さらに
ゆうげんじげん

有限次元では、ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

で
たいかくか

対角化
diagonalization

できる。

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/

5.5 5. エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

と
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

の
ちが

違い

せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

は 𝐴*𝐴 = 𝐴𝐴* を
み

満たす。これは 𝐴 と 𝐴* の
さよう

作用が
こうかん

交換できるという
じょうけん

条件である。エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

は 𝐴* = 𝐴 なので
じどうてき

自動的に
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

である。
しゅるい

種類
じょうけん

条件
ほぞん

保存・
せいしつ

性質

ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

𝑈 *𝑈 = 𝑈𝑈 * = 𝐼
ないせき

内積
inner product

と
なが

長さ
length

を
ほぞん

保存する

エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

𝐴* = 𝐴
じこずいはん

自己随伴
self-adjoint

で、
こゆうち

固有値
eigenvalue

が
じっすう

実数
real number

になる
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

𝐴*𝐴 = 𝐴𝐴* ユニタリ
たいかくか

対角化
unitary diagonalization

できる

6 
ぐたいれい

具体例

6.1 
れい

例 1：
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

を
けいさん

計算する

𝑢 = (1𝑖), 𝑣 = (𝑖1)

とする。この
きやく

規約では

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 1 · 𝑖 + 𝑖 · 1 = −𝑖 + 𝑖 = 0

である。したがって 𝑢 と 𝑣 は
ちょっこう

直交
orthogonal

する。ここで
きょうやく

共役を
わす

忘れると 1 · 𝑖 + 𝑖 · 1 = 2𝑖 となり、
ちょっこう

直交
orthogonal

を
ごはんてい

誤判定する。
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6.2 
れい

例 2：エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

を
はんてい

判定する

𝐴 = ( 2−𝑖
𝑖
3)

では、

𝐴* = ( 2−𝑖
𝑖
3) = 𝐴

である。したがって 𝐴 はエルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

である。
たいかくせいぶん

対角成分は
じっすう

実数
real number

で、
ひたいかくせいぶん

非対角成分は
たが

互いに
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

になっ

ている。

6.3 
れい

例 3：ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

を
はんてい

判定する

𝑈 = (10
0
𝑖)

とする。このとき

𝑈* = (10
0
−𝑖)

であり、

𝑈*𝑈 = 𝐼

である。したがって 𝑈  はユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

である。この
ぎょうれつ

行列
matrix

は
だい

第 2 
せいぶん

成分
component

の
いそう

位相
phase

だけを
かいてん

回転し、
なが

長さは
か

変えない。

7 
はんていきじゅん

判定基準

•
ふくそ

複素
せいぶん

成分
complex entry

を
ふく

含む
ないせき

内積
inner product

では、
かなら

必 ず
ふくそきょうやく

複素共役
complex conjugate

の
いち

位置を
かくにん

確認する。

• エルミート
ないせき

内積
Hermitian inner product

では、この
けいれつ

系列の
きやく

規約として
だい

第 1 
へんすう

変数が
せんけい

線型
linear

である。

• ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

は
ないせき

内積
inner product

と
なが

長さ
length

を
ほぞん

保存する。

• エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

は
じつたいしょうぎょうれつ

実対称行列
real symmetric matrix

の
ふくそすうばん

複素数版
complex version

である。

• エルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

は
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

であるが、
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

がすべてエルミート
ぎょうれつ

行列
Hermitian matrix

であるわけではない。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

ずいはん

随伴
adjoint

は
ないせき

内積
inner product

に
いぞん

依存する。
ひょうじゅん

標準 の
ふくそないせき

複素内積
complex inner product

を
つか

使う
ぎょうれつ

行列
matrix

では 𝐴* が
ずいはん

随伴になるが、
べつ

別の
ないせき

内積
inner product

を
い

入れた
くうかん

空間

では、
おな

同じ
せいぶんひょうじ

成分表示の
ぎょうれつ

行列
matrix

でも
ずいはん

随伴の
ぎょうれつひょうじ

行列表示が
か

変わることがある。

また、
せいきぎょうれつ

正規行列
normal matrix

のユニタリ
たいかくか

対角化
unitary diagonalization

は
ゆうげんじげん

有限次元の
ふくそないせきくうかん

複素内積空間
complex inner product space

で
あつか

扱 う
しゅちょう

主張である。
じっすう

実数
real number

だけで
かんが

考 えると、

かいてんぎょうれつ

回転行列のように
じつこゆうち

実固有値
real eigenvalue

が
た

足りない
ばあい

場合がある。

9 
さいしゅうけい

最終形

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ∑𝑛
𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑘
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(𝐴*)𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖

⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*𝑦⟩

𝑈*𝑈 = 𝐼 ⟺ 𝑈 はエルミート内積を保存する

𝐴* = 𝐴⟺𝐴 はエルミート行列である

10 
ひとこと

一言でいうと

• エルミート
ないせき

内積
Hermitian inner product

は、
ふくそすう

複素数
complex number

の
いそう

位相
phase

を
ふく

含めて
なが

長さ
length

と
ちょっこう

直交
orthogonality

を
はか

測るための
ないせき

内積
inner product

である。

• ユニタリ
ぎょうれつ

行列
unitary matrix

は、その
ないせきこうぞう

内積構造
inner product structure

を
こわ

壊さない
ふくそせんけいへんかん

複素線型変換
complex linear transformation

である。

11 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 複素内積とユニタリ行列 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/複素内積とユニタリ行列-基本演習/

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 内積空間の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/内積空間の基本-講義/

→ 講義 単位行列・零行列・転置の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/単位行列・零行列・転置の基本-講義/

→ 講義 対称行列と直交対角化 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/対称行列と直交対角化-講義/

→ 講義 直交化の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/直交化の基本-講義/

→ 講義 特異値分解の入口 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/特異値分解の入口-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E8%A4%87%E7%B4%A0%E5%86%85%E7%A9%8D%E3%81%A8%E3%83%A6%E3%83%8B%E3%82%BF%E3%83%AA%E8%A1%8C%E5%88%97-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%86%85%E7%A9%8D%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%8D%98%E4%BD%8D%E8%A1%8C%E5%88%97%E3%83%BB%E9%9B%B6%E8%A1%8C%E5%88%97%E3%83%BB%E8%BB%A2%E7%BD%AE%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E5%AF%BE%E7%A7%B0%E8%A1%8C%E5%88%97%E3%81%A8%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E5%AF%BE%E8%A7%92%E5%8C%96-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%9B%B4%E4%BA%A4%E5%8C%96%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%89%B9%E7%95%B0%E5%80%A4%E5%88%86%E8%A7%A3%E3%81%AE%E5%85%A5%E5%8F%A3-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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