
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
こうしき

公式として
きおく

記憶するものではなく、「
しゃぞう

写像
map

を
ふくげん

復元できるか」という
してん

視点

で
りかい

理解するものだということである。
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐴 が
にゅうりょく

入力 を
しゅつりょく

出力 へ
おく

送るなら、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

 𝐴−1 はその
しゅつりょく

出力 から
もと

元の
にゅうりょく

入力 を
いちい

一意に
ふくげん

復元する
やくわり

役割をも

つ。
じょうほう

情報が
うしな

失 われる
ばあい

場合、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
そんざい

存在しない。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

ぎゃくぎょうれつ

逆行列
Inverse matrix

 とは、
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

 𝐴 に
たい

対して 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼  を
み

満たす
ぎょうれつ

行列
matrix

である。
ひだり

左 からも
みぎ

右からも
たんいぎょうれつ

単位行列
identity matrix

になるため、
りょうがわぎゃく

両側逆 であることが
ほんしつ

本質である。
たんいぎょうれつ

単位行列
Identity matrix

 とは、
か

掛けても
なに

何も
か

変えない
ぎょうれつ

行列
matrix

 𝐼  である。

3 
ほうしん

方針

まず
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

を「
しゅつりょく

出力 から
にゅうりょく

入力 を
ふくげん

復元する
しゃぞう

写像
map

」として
かいしゃく

解釈する。そのあと、
は

掃き
だ

出し
ほう

法
Gaussian elimination

で 𝐴 を 𝐼  に
へんけい

変形

する
かてい

過程が、そのまま 𝐴−1 を
こうせい

構成する
かてい

過程になることを
かくにん

確認する。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

かくだい

拡大だけなら、
あと

後で
しゅくしょう

縮小 すれば
ふくげん

復元できる。
かいてん

回転だけなら、
ぎゃくむ

逆向きに
かいてん

回転すれば
ふくげん

復元できる。しかし、
へいめん

平面

を 1 
ぽん

本の
ちょくせん

直線へつぶす
しゃぞう

写像
map

は、
じょうほう

情報が
うしな

失 われるので
ふくげん

復元できない。これが
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

がない
ばあい

場合である。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
ていぎ

定義

𝐴 を 𝑛 × 𝑛 
せいほうぎょうれつ

正方行列
square matrix

とする。𝐴−1 が
そんざい

存在するとき

𝐴𝐴−1 = 𝐼, 𝐴−1𝐴 = 𝐼

である。
ちょうほうぎょうれつ

長方行列 では
さゆう

左右の
ぎょうれつ

行列
matrix

サイズが
いっち

一致しないため、この
いみ

意味での
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
ていぎ

定義しない。

5.2 2. 
は

掃き
だ

出しで
もと

求める

(𝐴 ∣ 𝐼)

を
こうせい

構成し、
ひだりがわ

左側を 𝐼  へ
は

掃き
だ

出す。すると
みぎがわ

右側が 𝐴−1 になる。
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5.3 3. 
そんざい

存在しない
ばあい

場合

は

掃き
だ

出しの
とちゅう

途中で
しゅせいぶん

主成分
pivot

を
かくほ

確保できず、
かいすう

階数
rank

が
ふそく

不足するときは、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は
そんざい

存在しない。

5.4 4. 
かぎゃくせい

可逆性の
どうちじょうけん

同値条件

𝐴 を 𝑛 × 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

とする。このとき、
つぎ

次の
じょうけん

条件は
たが

互いに
どうち

同値
equivalent

である。

1. 𝐴−1 が
そんざい

存在する。

2. rank(𝐴) = 𝑛 である。

3. ker(𝐴) = {0} である。

4. 𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 は
たんしゃ

単射であり、
ぜんしゃ

全射である。

5.
にんい

任意の 𝑏 ∈ 𝐾𝑛 に
たい

対して、𝐴𝑥 = 𝑏 が
いちいかい

一意解を
も

持つ。

6. det𝐴 ≠ 0 である。

7.
は

掃き
だ

出しで
ぜんれつ

全列に
しゅせいぶん

主成分
pivot

が
そんざい

存在する。

この
いちらん

一覧は、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

が
たん

単なる
けいさんこうしき

計算公式ではなく、
じょうほう

情報が
うしな

失 われないことを
あらわ

表 す
ふくすう

複数の
はんていじょうけん

判定条件の
こうてん

交点で

あることを
しめ

示す。
かく

核
kernel

が {0} であれば 0 に
つぶ

潰れる
ひれい

非零の
ほうこう

方向がなく、
かいすう

階数
rank

が 𝑛 であれば
しゅつりょくくうかん

出力空間 を
ぜんたい

全体と

して
とうたつ

到達できる。
ろんり

論理の
はしわた

橋渡しを
か

書くと、まず ker(𝐴) = {0} は「
こと

異なる
にゅうりょく

入力 が
おな

同じ
しゅつりょく

出力 へ
つぶ

潰れない」ことを
いみ

意味する。し

たがって 𝐴𝑥 = 𝑏 の
かい

解が
そんざい

存在すれば、その
かい

解は
いちい

一意である。
ゆうげんじげん

有限次元の 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 では、ker(𝐴) = {0} なら

かいすう

階数
rank

・
たいかじすう

退化次数
nullity

ていり

定理より rank(𝐴) = 𝑛 である。すると
ぞう

像
image

は 𝐾𝑛 
ぜんたい

全体なので、
にんい

任意の 𝑏 ∈ 𝐾𝑛 に
たい

対して 𝐴𝑥 =

𝑏 は
そんざい

存在する。
いじょう

以上から「
にんい

任意の 𝑏 に
たい

対して
いちいかい

一意解を
も

持つ」ことが
したが

従 い、その
かい

解を 𝑏 に
たいおう

対応させる
しゃぞう

写像
map

が 

𝐴−1 である。

5.5 5. 
ちょうほうぎょうれつ

長方行列 の
かたがわぎゃく

片側逆

𝐴 が 𝑚× 𝑛 
ぎょうれつ

行列
matrix

の
ばあい

場合、
りょうがわぎゃく

両側逆 の
か

代わりに
かたがわぎゃく

片側逆を
こうさつ

考察できる。𝐿𝐴 = 𝐼𝑛 を
み

満たす 𝐿 は
ひだりぎゃく

左逆 であり、こ

れは 𝐴 が
れつまんかいすう

列満階数、すなわち rank(𝐴) = 𝑛 のときに
そんざい

存在する。𝐴𝑅 = 𝐼𝑚 を
み

満たす 𝑅 は
みぎぎゃく

右逆であり、これ

は 𝐴 が
ぎょうまんかいすう

行満階数、すなわち rank(𝐴) = 𝑚 のときに
そんざい

存在する。
かたがわぎゃく

片側逆は
いちい

一意とは
かぎ

限らない。
れつ

列
column

が
ふそく

不足したり
ぎょう

行
row

が
ふそく

不足したりする
ばあい

場合には、
さいしょうにじょうかい

最小二乗解や
さいしょう

最小ノルム
かい

解

を
せんたく

選択する
きじゅん

基準が
ひつよう

必要になる。この
きじゅん

基準を
ひょうじゅんてき

標準的 に
あた

与えるのが
ぎじぎゃくぎょうれつ

擬似逆行列
pseudoinverse matrix

である。

→ 講義 擬似逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義/

6 
はんていきじゅん

判定基準

•
しゃぞう

写像
map

を
ふくげん

復元したい、または 𝐴𝑥 = 𝑏 を
いっかつ

一括で
と

解きたいなら、
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

を
けんとう

検討する。

•
は

掃き
だ

出して
ひだりがわ

左側を 𝐼  にできるかが、
そんざいはんてい

存在判定の
かぎ

鍵である。
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•
ぎょうれつしき

行列式
determinant

が 0 でないこと、
かいすう

階数
rank

が 𝑛 であること、
かく

核
kernel

が {0} であることは、
おな

同じ
かぎゃくせい

可逆性を
べつ

別の
かくど

角度から
の

述べ

た
じょうけん

条件である。

•
かく

核
kernel

、
かいすう

階数
rank

、
にんい

任意の
うへん

右辺
right-hand side

への
いちいかい

一意解、
ぎゃくしゃぞう

逆写像の
そんざい

存在は、
じょうほう

情報が
うしな

失 われないことを
べつひょうげん

別表現したものである。

7 
さいしゅうけい

最終形

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼

(𝐴 ∣ 𝐼) → (𝐼 ∣ 𝐴−1)

𝐴 は可逆⟺rank(𝐴) = 𝑛⟺ ker(𝐴) = {0}⟺ det𝐴 ≠ 0

長方行列では片側逆と擬似逆行列を区別する

8 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 行列式と可逆性 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/行列式と可逆性-基本演習/

9 
ひとこと

一言でいうと

•
ぎゃくぎょうれつ

逆行列
inverse matrix

は、
ぎょうれつ

行列
matrix

が
あらわ

表 す
へんかん

変換を
ふくげん

復元できるときにだけ
そんざい

存在する。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

→ 講義 行列式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式-講義/

→ 講義 擬似逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/擬似逆行列の基本-講義/
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