
かいすう

階数
rank

の
きほん

基本

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
かいすう

階数
rank

は
ぎょうれつ

行列
matrix

の
なか

中に
ひれい

非零の
かず

数がいくつあるかではなく、その
ぎょうれつ

行列
matrix

が
ほんしつてき

本質的に
なんじげん

何次元ぶんの
じょうほう

情報を
たも

保っているかを
あらわ

表 す
りょう

量 だということである。
は

掃き
だ

出し
ほう

法
Gaussian elimination

を
てじゅん

手順としてのみ
あんき

暗記すると、
しゅやく

主役になる
れつ

列
column

の
ほんすう

本数がなぜ
じゅうよう

重要かが
ふめいりょう

不明瞭になる。その
ほんすう

本数が

かいすう

階数
rank

であり、
かい

解の
じゆうど

自由度、
ぞう

像
image

の
じげん

次元
dimension

、
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

に
ちょっけつ

直結する。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

かいすう

階数
Rank

 とは、
ぎょうれつ

行列
matrix

の
どくりつ

独立
independent

な
ぎょう

行
row

または
れつ

列
column

の
さいだいこすう

最大個数である。
れつくうかん

列空間
Column space

 とは、
れつ

列ベクトル
column vector

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

で
え

得られる
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。
ぎょうくうかん

行空間
Row space

 とは、
ぎょう

行 ベクトル
row vector

の
せんけいけつごう

線型結合
linear combination

で
え

得られる
ぶぶんくうかん

部分空間
subspace

である。
かく

核
Kernel

 とは、
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

 𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 について 𝐴𝑥 = 0 を
み

満たす 𝑥 の
しゅうごう

集合
set

である。
ぞう

像
Image

 とは、𝐴𝑥 として
とうたつ

到達できる
しゅつりょく

出力
ぜんたい

全体である。

3 
ほうしん

方針

まず
は

掃き
だ

出し
ほう

法
Gaussian elimination

で
ぎょうれつ

行列
matrix

を
かんやく

簡約し、
しゅせいぶん

主成分
pivot

の
こすう

個数を
かくにん

確認する。つぎに、その
かず

数を
れつくうかん

列空間
column space

・
ぞう

像
image

の
じげん

次元
dimension

として
かいしゃく

解釈

し、
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

と
むす

結びつける。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

2 
じげん

次元
dimension

へいめん

平面を 1 
ぽん

本の
ちょくせん

直線へつぶす
しゃぞう

写像
map

は、2 
じげん

次元
dimension

の
じょうほう

情報を 1 
じげん

次元
dimension

に
あっしゅく

圧縮している。このとき
かいすう

階数
rank

は 1 であ

る。
なに

何もつぶさず
へいめん

平面をそのまま
へいめん

平面へ
おく

送るなら
かいすう

階数
rank

は 2 である。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
は

掃き
だ

出しで
かくにん

確認する

ぎょうれつ

行列
matrix

を
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

して、
しゅせいぶん

主成分
pivot

のある
ぎょう

行
row

の
ほんすう

本数を
かぞ

数えると、それが
かいすう

階数
rank

である。

5.2 2. 
れつ

列
column

の
いみ

意味

れつ

列ベクトル
column vector

の
は

張る
くうかん

空間の
じげん

次元
dimension

としても
かいすう

階数
rank

を
ていぎ

定義できる。𝐴 の
れつ

列
column

を 𝑎1, …, 𝑎𝑛 とすると、

Col(𝐴) = span(𝑎1, …, 𝑎𝑛)

であり、
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rank(𝐴) = dim Col(𝐴)

である。
ぎょうくうかん

行空間
row space

の
じげん

次元
dimension

も
おな

同じ
あたい

値 になり、これを
ぎょうかいすう

行階数と
れつかいすう

列階数の
いっち

一致という。

この
いっち

一致は、
は

掃き
だ

出し
ほう

法
Gaussian elimination

から
かくにん

確認できる。
ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

は
ひだり

左 から
かぎゃくぎょうれつ

可逆行列
invertible matrix

を
か

掛ける
そうさ

操作
operation

であり、
れつ

列
column

どうしの

いちじかんけい

一次関係を
ほぞん

保存する。
かんやくか

簡約化した
ぎょうれつ

行列
matrix

に 𝑟 
こ

個の
しゅせいぶん

主成分
pivot

があれば、
ひぜろぎょう

非零行は 𝑟 
ほん

本で
ぎょうくうかん

行空間
row space

の
きてい

基底
basis

を
あた

与える。

また、
もと

元の
ぎょうれつ

行列
matrix

の
しゅせいぶんれつ

主成分列
pivot column

は
れつくうかん

列空間
column space

の
きてい

基底
basis

を
あた

与える。よって
ぎょうくうかん

行空間
row space

と
れつくうかん

列空間
column space

の
じげん

次元
dimension

はいずれも 𝑟 である。

5.3 3. 
ぞう

像
image

と
かく

核
kernel

𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 を
せんけいしゃぞう

線型写像
linear map

として
かいしゃく

解釈すると、
ぞう

像
image

は
とうたつかのう

到達可能な
うへん

右辺
right-hand side

 𝑏 の
ぜんたい

全体であり、
かく

核
kernel

は 𝐴𝑥 = 0 に
き

消え

る
にゅうりょく

入力 の
ぜんたい

全体である。

Im(𝐴) = {𝐴𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐾𝑛}, ker(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐾𝑛 ∣ 𝐴𝑥 = 0}
かいすう

階数
rank

は

rank(𝐴) = dim Im(𝐴)

であり、
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

を
たいかじすう

退化次数
Nullity

と
よ

呼ぶ。

5.4 4. 
かいすう

階数
rank

・
たいかじすう

退化次数
nullity

ていり

定理

𝐴 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑚 について、

rank(𝐴) + nullity(𝐴) = 𝑛

が
せいりつ

成立する。これは
にゅうりょくくうかん

入力空間
input space

の
じげん

次元
dimension

が、「
しゅつりょく

出力 として
のこ

残る
じげん

次元
dimension

」と「0 に
つぶ

潰れる
じげん

次元
dimension

」に
ぶんかい

分解されること

を
いみ

意味する。

5.5 5. 
かい

解との
かんけい

関係

れんりついちじほうていしき

連立一次方程式
system of linear equations

 𝐴𝑥 = 𝑏 は、𝑏 が Im(𝐴) に
ぞく

属する
ばあい

場合に
かい

解を
も

持つ。
かい

解が 1 つ
そんざい

存在すると、
ほか

他の
かい

解はその
かい

解に 

ker(𝐴) の
げん

元を
くわ

加えたものとして
え

得られる。したがって
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

が、
かいくうかん

解空間
solution space

の
じゆうど

自由度を
あらわ

表 す。

6 
はんていきじゅん

判定基準

•
は

掃き
だ

出し
けっか

結果から
かい

解の
こすう

個数を
はんだん

判断したいなら、
かいすう

階数
rank

と
かく

核
kernel

を
かくにん

確認する。

•
しゃぞう

写像
map

が
なんじげん

何次元ぶん
つぶ

潰れているかを
はんてい

判定したいときにも、
かいすう

階数
rank

が
ゆうこう

有効である。

7 
さいしゅうけい

最終形

rank =主成分の本数

rank =独立な列の最大本数

row rank = column rank
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rank(𝐴) + nullity(𝐴) = 𝑛

8 
ひとこと

一言でいうと

•
かいすう

階数
rank

は
ぞう

像
image

の
じげん

次元
dimension

であり、
かく

核
kernel

の
じげん

次元
dimension

と
あ

合わせて
にゅうりょくくうかん

入力空間
input space

の
じげん

次元
dimension

を
こうせい

構成する。

9 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 ベクトル空間・基底・階数 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/ベクトル空間・基底・階数-基本演習/

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 連立一次方程式と掃き出し法 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/連立一次方程式と掃き出し法-講義/

→ 講義 線型写像と行列 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/線型写像と行列-講義/

→ 講義 逆行列の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/逆行列の基本-講義/
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https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/%E3%83%99%E3%82%AF%E3%83%88%E3%83%AB%E7%A9%BA%E9%96%93%E3%83%BB%E5%9F%BA%E5%BA%95%E3%83%BB%E9%9A%8E%E6%95%B0-%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E6%BC%94%E7%BF%92/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E9%80%A3%E7%AB%8B%E4%B8%80%E6%AC%A1%E6%96%B9%E7%A8%8B%E5%BC%8F%E3%81%A8%E6%8E%83%E3%81%8D%E5%87%BA%E3%81%97%E6%B3%95-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E7%B7%9A%E5%9E%8B%E5%86%99%E5%83%8F%E3%81%A8%E8%A1%8C%E5%88%97-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/
https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/%E9%80%86%E8%A1%8C%E5%88%97%E3%81%AE%E5%9F%BA%E6%9C%AC-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/
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